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INLEIDING
In de economische literatuur wordt een anabse gegeven van de be-
trekkingen tussen economische grootheden. Het doel hiervan is de
handelingen, welke de economische subjecten in het economische
proces stellen, in hun samenhang te verklaren. Sommige analbses
geven een meer algemene, globale verklaring van deze handelingen,
andere gaan meer in detail op 66n punt in. Ook qua methode is de
opzet zeer verschillend: men treft sterk verbaal gekleurde analy-
ses en streng mathematisch geformuleerde studies naast elkaar
aan. Omdat er in de pub]ikaties welke op economisch gebied ver-
schijnen.  zo' n grote verscheidenheid  is in bestudeerd object  en
gevolgde methode, moet degene, die een nieuwe bijdrage tot de
theorie wil leveren, het object en de methode van zijn studie
nauwkeurig omschrijven.
In de onderhavige studie is de methode gevolgd welke door Schouten
in Nederland is geintroduceerdl). Enkele mathematisch geformuleer-
de artikelen, gepubliceerd o.a. in het tijdschrift "Econometrica",
worden "vertaald" in de symbolen en formuleringen van 'Exacte Econo-
mie". Zo is het, zoals zal blijken, mogelijk de analyse van
Schouten aan te vullen met enkele conclusies betreffende de tech-
nische relaties van het produktieproces, de groeifactor in de
economie van een volkshuishouding en het rendement van kapitaal.
Tevens worden dan mathematisch geformuleerde stellingen van di-
verse schrijvers verduidelijkt voor hen, wier denken niet zo sterk
wiskundig is gericht.
Ter omschrijving van het onderwerp van deze studie moeten de ab-
stracties worden aangegeven. welke op het object van de economie
worden toegepast. In het algemeen bestudeert de economische theo-
rie de betrekkingen tussen economische grootheden om aldus een
verklaring te kunnen geven van de economische handelingen en de
samenhang daartussen. Deze handelingen zijn gericht op het berei-
ken van maximale welvaart. Twee belangrijke en van elkaar afhanke-
lijke grootheden, welke de welvaart bepalen, zijn de totale pro-
duktie van goederen en de verdeling van deze goederen over de
1) D.B.J. Schouten, Exacte Economie, Leiden 1957.
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economische subjecten. Alleen de produktie wordt in deze analyse
nader bestudeerd   en  dan nog alleen  voor  wat de daaraan ten grond -
slag liggende technische relaties betreft.
De nadruk zal dus vallen op de technische achtergrond van het pro-
duktieproces. Nagegaan zal worden hoe de grootte van de produktie-
coaffic ianten  en  de  mate van interne leveringen tussen de indus-
trie8n, invloed hebben op de voortbrenging van goederen, op de
prijzen dezer goederen en op de groei van het nationale inkomen.
Dat daarmee tevens de verdeling van die goederen, welke voor de
eigenlijke produktiefactoren bestemd zijn, over de categorie&n
arbeid en kapitaal economisch bepaald is, zal later blijken.
Hierbij blijft de economische verklaring van de monopoliewinst
buiten beschouwing.
De   produkt ie kan bestaan uit consumptiegoederen en investerings-
goederen. Consumptiegoederen worden direct verbruikt; investe-
ringsgoederen dienen voor vergroting van het aantal kapitaaleen-
heden en dus van de toekomstige produktiecapaciteit van de volks-
huishouding. Zeker zal als deze vergroting van de kapitaalgoede-
renvoorraad samengaat met een toename van het arbeidspotentieel,
het nationale inkomen stijgen zelfs bij een gelijke stand van het
technisch kunnen. De keuze tussen de voortbrenging van consump-
tie- en investeringsgoederen bepaalt daarom in belangrijke mate
of de nationale bestedingep in de toekomst hoger kunnen zijn. In
vele m. n. mathematisch gedefinieerde groeitheorie&n wordt daar-
naast terecht de nadruk  ge legd  op de invloed  van de stand  van  de
techniek op de groei van het nationaal inkomen. Het is immers
zonder meer duidelijk dat een gunstige input-output verhouding,
als resultante van een ontwikkeld technisch kunnen, het effect
van de inschakeling van arbeid en van de produktie van investe-
ringsgoederen gunstig belnvloedt. De toename van het nationaal
inkomen wordt derhalve mede door technische factoren belnvloed.
In deze studie zal ook dit verband tussen techniek en economische
groei aan de orde komen.
De groei van het nationaal inkomen is in reole grootheden te me-
ten,   maar  ook  in  geld.   Bij deze laatste benadering  spee lt  het
rendement van kapitaal een grote rol: alleen als nieuwe kapitaal-
goederen winstgevend worden geacht. komen investeringen tot stand.
Dan alleen nl. zullen liquide middelen aangewend worden om uit-
breiding van de kapitaalgoederenvoorraad mogelijk te maken. Dat
ook het rendement van het kapitaal sterk samenhangt met de tech-
nische relaties is duidelijk, als men overdenkt, dat de winstge-
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vendheid van de nieuwe investeringen voor een belangrijk deel af-
hangt  van de input-output verhoudingen   in het produkt ieproces.
Samenvattend kan dus gesteld worden dat deze studie zich in eer-
ste instantie richt op de technische structuur van de produktie.
Deze structuur wordt geanalyseerd met behulp van de technische
coliffici6nten van de produktiefactoren en die van de interne le-
veringen tussen de industriejn.   Op  basis  van  deze  analyse   , ordt
een prijstheorie ontwikkeld en worden de voorwaarden voor :en
evenwichtige groei van het nationaal inkomen systematisch weerge-
geven. In de prijstheorie wordt het rendement van kapitaal cen-
traal gesteld.
Kan de technische achtergrond van de produktie onderwerp zijn van
een economische analyse? De technische kennis is voor de economist
immers een gegeven, de aard van het produktieproces een ervarings-
regell).
Als inderdaad de omzetting van arbe id en kapitaal in eindproduk-
ten louter afhankelijk zou zijn van technische data, was een eco-
nomische analyse niet mogelijk, omdat er eenvoudig geen economi-
sche alternatieven zouden zijn. Bij de bepaling van de optimale
kwantitatieve verhouding van de in te schakelen produktiemiddelen
blijft er echter steeds, na de vaststelling der technische data.
een economische keuzeprobleem. Daarom is naast het technisch on-
derzoek economische analyse nodig om vraagstukken van substitutie
tussen kapitaal en arbeid met behulp van een kostenanalyse tot
oplossing te brengen.
Het economisch onderzoek vult de technische research aan m.n. in
bedrijfseconomische problemen. Het is echter niet zo dat de eco-
nomische analyse dan los staat van het technische. In 6dn onder-
zoek worden beide opgenomen. De economische analyse zal hierbij
steunen op technische relaties.
Terwijl  men dit micro-economisch  een  voor  de hand liggende  bewe-
ring vindt, laat men in de macro-economie, om overigens wel te
begrijpen redenen, deze technische relaties vaak buiten beschou-
wing."Vandaar het teleurstellend verschijnsel, dat de macro-eco-
nomie #einig of niets kan beweren over de ontwikkeling van de
1) F.J. de Jong, De werking van een Volkshuishouding, Leiden
1953, Deel I, par. 2.
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prijzenstructuur en evenmin over de doelmatige allocatie van pro-
duktiefactoren„l).
Indien de economist, hetzij impliciet hetzij expliciet, de tech-
nische relaties wol opneemt in zijn analyse, moet een hypothese
worden gemaakt over het functionele verband tussen de hoeveelhe-
den van de ingeschakelde produktiefactoren en de daaruit resulte-
rende hoeveelheid eindprodukt. Hierbij veronderstelt men dat de
produktie al of niet proportioneel stijgt met de inschakeling
van de produktiefactoren, of anders gezegd, dat de meeropbrengst
per toegevoegde eenheid arbeid c.q. kapitaal al of niet constant
is. De keuze van het uitgangspunt betreffende de produktiviteit
is voor de uitbouw van de theorie van grote invloed, want de eco-
nomische theorie kan alleen al hierdoor tot bepaalde conclusies
worden gebracht. Daarom bestaat behoefte aan een nadere beschou-
wing omtrent technische re laties, om aldus te onderzoeken,   in
hoeverre een bepaalde economische theorie van deze hypothese af-
hankelijk is.
De analyse kan zich richten op de technische structuur binnen 66n
bedrijf (micro-economisch) en op de technische relaties in en
tussen de industrie6n (macro-economisch). Zowel de micro- als de
macro-economische analyse kan theoretisch en praktisch worden
uitgevoerd.
In de micro-economische analyse van de technische structuur
staat, zowel theoretisch als praktisch, het produktiviteitsonder-
zoek op de voorgrond. In het bedrijf vindt de omzetting plaats
van produktiefactoren in eindprodukten c.q. halffabrikaten, die
na verkoop hun weg vinden naar een consument of naar een ander
bedrijf. Deze omzetting geschiedt in het ene bedrijf op meer ef-
ficiente, meer produktieve wijze  dan   in het andere.   Dit   is  van
grote invloed op de winst. Daarom is het begrijpelijk, dat het
produktiviteitsonderzoek in de bedrijfseconomie zo sterk op de
voorgrond staat. Dit komt zowel in theoretische beschouwingen
over de aard van de produktiviteit (o.a. learning curve) als in
praktische vragen over investeringen tot uiting.
Niet alleen bij het bedrijfseconomische produktiviteitsonderzoek
maar   ook   in de algemene economie worden de technische re laties
1) D. B.J. Schouten, Theoretische beschouwingen over de gediffe-




bestudeerd. Met name als gevolg van de input-output tabellen van
Leontief, waarin de technische structuur van bedrijfstakken wordt
weergegeven, is meer aandacht aan deze problemen geschonken. De-
ze aandacht richtte zich enerzijds op praktisch econometrisch
werk, anderzijds op meer theoretisch onderzoek. In beide richtin-
gen werden grote vorderingen gemaakt.
In deze studie zullen echter noch de bedrijfseconomisch, noch de
econometrische beschouwingen nader geanalyseerd worden, maar zal
een theoretische economische analyse worden gegeven. Deze analyse
steunt op de geschriften en colleges van Prof. Dr. D.B.J. Schouten
en  op  enke le wiskundig-economische artikelen.   Het  doel   is  de  stel-
lingen uit deze publikaties te groeperen, in een eenvoudig wiskun-
dige vorm weer te geven en te voorzien van enkele, economisch ge-
fundeerde conclusies. Hierbij wordt gebruik gemaakt van de metho-
den van de wiskundige economie, omdat in deze vorm de theses en
uitwerkingen vaak in eenvoudige symbolen zijn samen te vatten en
de methode van redeneren kort en exact kan zijn. Het is echter
niet de bedoeling een specifiek mathematische verhandeling op te
stellen: de wiskundige symbolen zullen alleen worden gebruikt om
de stellingen af te leiden. De conclusies zullen steeds zo veel
mogelijk verbaal worden weergegeven.
Zoals in het voorafgaande reeds is aangegeven zal vooral de tech-
nische structuur bestudeerd worden. Deze analyse van de techni-
sche   structuur  van de produktie, alsook de analyse  van de groei-
factor en het rendement van het kapitaal zijn echter niet mogelijk
zonder nadere gegevens over de produktiefactoren en de eindproduk-
ten. Om de aandacht niet af te leiden van de technische aspecten
van de economische theorie, zullen in deze studie de veronderstel-
lingen over de produktiefactoren en de eindprodukten eenvoudig
worden gehouden.
Het uitgangspunt is, dat de volkshuishouding twee homogene produk-
tiefactoren kent t.w. arbeid (1) en kapitaal (k), terwijl de vraag
naar eindprodukten consumptie- (c) en investeringsgoederen (i) om-
vat.
De hoeveelheid arbeid en kapitaal. welke wordt aangeboden in de be-
ginsituatie (t=0), is gegeven in reele eenheden. Zo kan bijvoor-
beeld ten tijde t=0 de beschikbare hoeveelheid arbeid (1) gelijk
zijn aan 10 eenheden en de beschikbare hoeveelheid kapitaal (k)
aan 20 eenheden. Deze produktiefactoren worden in het produktie-
proces ingeschakeld, ter voortbrenging van een bepaalde hoeveelheid
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c- en i-goederep. Hoeveel in feite netto geproduceerd wordt, is
afhankelijk van de produktiviteit van arbeid en kapitaal, van de
grootte van de interne leveringen tussen de industriedn en van de
hoeveelheid arbeid en kapitaal, welke beschikbaar is. Hoeveel ar-
beids- en kapitaaleenheden  van de beschikbare hoeveelheid   inge -
schakeld worden. d.w.z. hoe groot de gevraagde hoeveelheid arbeid
(1) c.q. kapitaal (k) is, hangt mede af van de technische struc-
tuur. In een volkshuishouding, waarin de produktiehuishoudingen
hun winst willen maximaliseren, zal de inschakeling van de be-
schikbare hoeveelheid 1 en k worden voortgezet totdat aan de voor-
waarde van gelijke marginale geldproduktiviteit van de produktie-
factoren is voldaanl).
De veronderstellingen over de produktiefactoren zijn dus zeer een-
voudig. Ook de hypotheses betreffende de vraagfuncties zijn niet
gecompliceerd.   In  het mei endeel  der te behandelen  mode 11en wordt
direct - in re le grootheden - gegeven, hoe de verhouding van de
vraag naar c- en i-goederen is, zodat zelfs van prijsinvloeden
wordt afgezien. Voor de totale vraag wordt gesteld, dat het gehe-
le   inkomen   in  deze 1fde periode wordt besteed   (wet  van Say), zodat
de volledige produktie door de vraag van consument en bedrijven
wordt opgenomen.
Tenslotte moet, nu het onderwerp van deze studie zeer globaal is
aangegeven en de hypotheses betreffende de produktiefactoren naar
voren zijn gebracht, in deze inleiding nog in het kort op de ge-
bruikte symbolen  voor de technische structuur  van het produktie -
proces en op de indeling van de studie worden ingegaan.
De symbolen voor de technische structuur kunnen onderscheiden wor-
den in symbolen welke betrekking hebben op de produktiefactoren
(produktiviteit van arbeid en kapitaal) en die, welke de structuur
van de interne leveringen tussen de c- en i-industrie aangeven.
De produktiviteit van arbeid en kapitaal kan door verschillende
symbolen worden weergegeven. Het gemakkelijkst kan men hier gebruik
maken van "factorquoten" per eenhe id e indprodukt   nl.   van  de  ar-
beidsquote   (a-)   en de kapitaalquote   (W).
1) B. Cameron, Input-Output Analysis, The Economic Record,
mei 1954 pag. 33 e.v.
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Voor de arbeidsquote geldt: a = de hoeveelheid arbeid, die mini-
maal nodig is om 6dn eenheid van een bepaald produkt voort te
brengen, fac:  om een eenheid van het consumptiegoed voort te
brengen, ai: om 6&n eenheid van het investeringsgoed voort te
brengen). De kapitaalquoten  (Kc  en Ki) worden geheel analoog  ge-
definieerd. Worden nu bijvoorbeeld voor 66n consumptiegoed twee
eenheden arbeid (ac = 2) en drie eenheden kapitaal ( c = 3) ge-
eist, terwijl 1 = 10 en k = 20, dan is het mogelijk. met behulp
van deze produktiefactoren en gegeven  deze technische structuur,
maximaal 5 consumptiegoederen te produceren, waarbij dan nog 5
eenheden kapitaal ongebruikt blijven.
Het is duidelijk dat de arbeidsquote de reciproke is van de ar-
beidsproduktiviteit. Deze wordt immers gedefinieerd als het aantal
eindprodukten, dat door 6dn eenheid arbeid kan worden voortge-
bracht. Hetzelfde verband geldt uiteraard voor de kapitaalquote
en de produktiviteit van kapitaal.
Naast de factorquoten zijn ook de quoten van de onderlinge leve-
ringen tussen de industrieen (materiaalquoten) technisch bepaald.
Deze materiaalquoten (p) geven aan, hoeveel eenheden van een be-
**
paald produkt als materiaal nodig zijn om een consumptie- of in-
vesteringsgoed voort te brengen.  Voor de produktie  nl.  van  c-  resp.
i-goederen zijn naast  arbe id en kapitaal ook materialen nodig.   De-
ze materialen worden door de betreffende industrie zelf geprodu-
ceerd (bijvoorbeeld als voor c-produktie ook c als materiaal nodig
is) of door een andere industrie (bijvoorbeeld i voor de c-produk-
tie).    In deze studie   kan het materiaal bestaan uit c.goederen    (Fc)
door de c-producent zelf geproduceerd en verbruikt (pcc: hoeveel-
. ,
heid c nodig voor de produktie van een eenheid c), uit c-goederen
door de c-producent geleverd aan de i-producent en door deze laat-
ste verbruikt (Uci: hoeveelheid c nodig voor de produktie van 66n
eenheid i), of uit i-goederen (Fic en Mii)
De indeling van deze studie wordt nu bepaald door de verschillende
hypotheses, welke aan de technische relaties ten grondslag kunnen
worden gelegd. De hypothese met betrekking tot de technische quo-
ten is nl. in elk hoofdstuk anders gekozen. Hierbij aansluitend
treden dan tevens de opvattingen van verschillende economisten op
de voorgrond, omdat zal blijken dat verschillende theorieen juist
naar hun onderling afwijkende veronderstellingen over de techniek
kunnen worden onderscheiden.
Uitgaande van vaste techhische produktiecoofficidnten zal in hoofd-
'i
stuk I aandacht worden geschonken aan de systemen, welke gebaseerd
zijn op complementariteit van de produktiefactoren in het produk-
tieproces. Het eerst worden de statische en dynamische theorie
van Leontief behandeld. Omdat, zoals zal blijken. de dynamische
analyse van Leontief echter zeer stringente eisen stelt aan de
verhouding, waarin de produktiefactoren arbeid en kapitaal be-
schikbaar moeten zijn, worden vervolgens ook meer algemene dyna-
mische theorieSn ontwikkeld en wel op basis van de veronderstel-
lingen van Georgescu-Roegen en Dorfman-Samuelson-Solow. Hierna
wordt een model gegeven, waarin de invloed van een autonome be-
volkingsgroei nader wordt onderzocht.
In  hoofdstuk II vinden de theoriedn, welke uitgaan van meerdere
produktietechnieken per produkt, behandeling. Na de statische
theorie van Schouten en de dynamische theorie6n van Von Neumann
en Malinvaud, worden modellen met gedeeltelijke substitueerbaar-
heid  van de produktiefactoren ontwikke ld, waarin bepaalde  hypo-
theses van Marx en Walras zijn opgenomen.
In het laatste hoofdstuk (hoofdstuk III) zal het verband bespro-
ken worden tussen de theorieon van de hoofdstukken I en II. Wor-
den nl. in de eerste twee hoofdstukken de modellen systematisch
weergegeven, in dit laatste gedeelte van de studie zal telkens
een aspect van alle modellen worden vergeleken. Hoofdstuk III
geeft dus als het ware een dwarsdoorsnede om zo bepaalde samen-
hangen te laten zien. In dit hoofdstuk zullen dan m. n. de drie
hoofdonderwerpen van deze studie, t.w. produktiequoten, groeifac-
tor en rendement, zodanig worden bezien dat het mogelijk is na te
gaan, hoe de hypotheses over complementariteit en substitueerbaar-






Een belangrijke stap in de analyse van de technisch-economische
relaties is gezet door Leontiefl). Hij heeft in input-output ta-
bellen de onderlinge leveringen tussen een groot aantal industrie-
takken aangegeven en zo laten zien, hoe in een volkshuishouding
de industriedn van elkaar afhankelijk zijn.
Als basis van deze praktische onderzoekingen is een theorie ont-
wikkeld, waarin t.a.v. de technische relaties verondersteld wordt.
dat de factor- en materiaalquoten bij iedere produktie-omvang con-
stant zijn. Dit impliceert complementariteit van de ingeschakelde
produktiefactoren en de verbruikte materialen (voor elke hoeveel-
heid output is idn bepaalde hoeveelheid van de produktiefactoren
en de materialen nodig) alsmede een constante meeropbrengst.
Indien men, i.p.v. een groot aantal goederen, uitgaat van twee
soorten consumptiegoederen (ca en cb) kan men stellen, dat, vol-
gens de theorie van Leontief, elk van deze goederen wordt voort-
gebracht door een bepaalde hoeveelheid ca en cb (onderlinge leve-
ring) en een gegeven aantal arbeiders. Voor het produceren nl. van
Ca en cb is niet alleen de produktiefactor arbeid nodig, maar zijn
ook hulpstoffen of halffabrikaten (materialen) vereist (ca en cb)·
Vergroting van een van deze factoren heeft geen verhoging van de
produktie tengevolge (complementariteit). terwij 1 een verdubbeling
van de input van alle factoren de produktie doet verdubbelen (con-
stant return to scale).
1) Tj.C. Koopmans (ed), Activity Analysis of Production and
Allocation, New York 1951, pag. 12.
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In de literatuur ligt bij de bespreking van het begrip complemen-
tariteit vaak de nadruk op de vaste verhouding in de aanwending
van meerdere produktiefactoren. In een theorie kan ook van com-
plementariteit sprake zijn, indien naast 66n produktiefactor ma-
teriaal in het produktieproces gebruikt wordt. Men kan nl. van
complementariteit spreken als er voor de vervaardiging van een
bepaald eindprodukt maar 66n techniek bekend is. Dit houdt in dat
er bij de vervaardiging van een eenheid van dit produkt altijd
een vaste verhouding tussen de verschillende inputs zal bestaan.
Dientengevolge is er ook in het statische model van Leontief com-
plementariteit.
In het model van Leontief wordt gesteld, dat bepaalde goederen
worden geproduceerd voor onderlinge levering en voor consumptie,
dat de factor arbeid schaars is en dat de netto vraag naar goede-
ren  bekend   is. In symbolen  kan  men dit model aldus formuleren:
Fca ca '  ca  + Fca cb '  cb  + ca netto = ca (1.1.1)1)
Fc c 'ca + AL .  cb +  cb netto - cb-                     (1.1.2)b a cb cb
aca , ca + Scb o cb = 1
(1.1.3)
Ca netto  = cb netto (1.1.4)
Deze vergelijkingen geven het volgende weer:
(1.1.1): de totale produkt ie  van ca (rechter  lid  van de vergelij-
king) omvat de hoeveelheid ca welke de ca-industrie als
materiaal nodig
heeft  (MC  ca
= hoeveelheid ca voor de ca-a
industrie per eenheid ca, dus pc c . ca = de hoeveelheid
a a
Ca voor de totale ca-produktie). de levering van de ca-
industrie  aan de
cb-industrie   (Fca cb =
de hoevee 1heid  ca
per eenheid cb) en de hoeveelheid ca welke voor consump-
tie beschikbaar is (c       ).a netto
1) (1.1.1) = hoofdstuk 1, paragraaf 1, vergelijking 1.
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(1.1.2): de geproduceerde cb wordt gevraagd door de ca-industrie.
het eigen bedrijf en de consumenten.
(1.1.3): de beschikbare hoeveelheid arbeid (1) wordt ingeschakeld
in beide bedrijfstakken (ac = hoeveelheid arbeid per
a
eenheid ca; ac  · ca = totale hoeveelheid arbeid voor de
a
ca-produktie; analoog geldt voor de cb-industrie Scb en
a   . cb)·
Cb
(1.1.4): de vraagfunctie. Willekeurig is hier gekozen voor een si-
tuatie, waarin van beide eindprodukten dezelfde hoeveel-
heid wordt gevraagd.
Uit de vergelijkingen blijkt dat de materialen en de factor arbeid
slechts in verhouding van Mca ca   Pcb ca  en Ec kunnen worden aan-a
gewend om een bepaalde hoeveelheid ca voort te brengen (complemen-
tariteit). Bovendien levert een verdubbeling van de input van ma-
terialen ca en cb (onderlinge leyering) en van de factor arbeid,
r       in het produktieproces van ca• een dubbele produktie van dit goed
op. De veronderstelling van complementariteit, aangevuld met het
begrip "constante meeropbrengst",   is  de  bas is  van de theorie  van
Leontief. Zoals later zal blijken steunt hierop zijn theorie van
de gecumuleerde quoten, van de prijsverhoudingen en van de schaar-
ste. Door deze technische verhoudingen ontstaan echter ook de
moeilijkheden, welke vooral in de dynamische theorie van Leontief
naar voren komen. Bij de behandeling daarvan zal nl. blijken dat
er volgens dit model in elke periode een bepaalde verhouding tus-
sen arbeid en kapitaal moet bestaan, wil een groei A la Leontief
mogelijk zijn. Deze moeilijkheden kunnen alleen opgelost worden
als men bepaalde aanvullende veronderstellingen in de theorie op-
neemt. Deze oplossingen o. a. van Georgescu-Roegen en Dorfman c.s.
zullen.worden geanalyseerd. nadat het statische en dynamische mo-
del van Leontief besproken zijn.
'
2. Het statische model
De behandeling van het statische model van Leontief Cover de trahs-
formatielijn van arbeid; netto produktie; onderlinge leveringen en
prijzen) op basis van de vergelijkingen (1.1.1) t/m (1.1.4), moet
worden ingeleid door esn bespreking van de voorwaarden welke uit
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de materiaalquoten voortvloeien. Deze voorwaarden zijn gedefi-
nieerd door D. Hawkins en H.A. Simonl).
De voorwaarden van Hawkins-Simon
Produktie gepaard aan levering van materialen, waarbij elke in-
dustrie direct of indirect materiaal verbruikt van elke andere
industrie,   is  66n  van de hypotheses  van de produktiestructuur
van Leontief. De mate van de onderlinge leveringen is echter aan
bepaalde voorwaarden gebonden, wil althans produktie mogelijk
zijn.                                                              '
Zo is het onmogelijk dat het verbruik van het goed in de indus-
trie, waarin het wordt gemaakt, groter is dan de produktie. In-
dien bijvoorbeeld voor de gasproduktie gas nodig is, mag het di-
recte verbruik van gas niet groter zijn dan de produktie, die
uit dat verbruik resulteert (eerste voorwaarde van Hawkins-Simon).
Ook moet het indirecte verbruik, bij onderlinge levering van de
industrieen, tezamen met het directe verbruik, lager zijn dan de
produktie. Levert de gasindustrie bijvoorbeeld ook gas aan de
steenkolenindustrie en deze laatste kolen voor de gasproduktie,
dan mag het totaal van het gas voor de gasproduktie, het gas ge-
leverd voor de kolen voor het gas, het gas voor het gas geleverd
voor de kolen voor het gas etc., niet groter zijn dan de produk-
tie van gas (tweede conditie van Hawkins-Simon).
De voorwaarden zijn ook uit de vergelijkingen van de produktie-
structuur, zoals door Leontief gedefinieerd, af te leiden: zie
0.1.1 en 1.1.2):
Aca ca '  ca + Fca cb '  cb + ca netto = ca  -              1
(1.2.1)
kicb ca '  ca + Bcb cb '  cb + cb netto = cb
dus:
1) D. Hawkins en H.A. Simon, Note: Some Conditions of Macro-
economic Stability, Econometrica, jaargang 17, p. 245-248.
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(1 - Fcaca)  0 ca -Mcacb '  cb = ca netto    -
(1.2.2)
- Mcb ca 0 Ca cb Cb                  -
+ (1 - EL )  .  Cb = Cb netto
Uit dit vergelijkingenstelsel volgt, dat, wil netto produktie van
Ca   en cb mogelijk  zijn (dus canetto     0,    Chnetto,   0),   zowel
Fca caals Bcbcbkleiner moeten zijn dan 1 (eerste conditie van
Hawkins-Simon).
Tevens kan gesteld worden dat de materiaalquoten nooit negatief
kunnen zijn.
Indien nl. Fca ca of kicb cb < 0 zouden zijn. zou dat
een netto produktie van ca of cb betekenen, terwijl negatieve on-
derlinge levering van de eerste industrie aan de tweede niets an-
ders is dan een positieve levering van de tweede aan de eerste.
Alle grootheden in de vergelijkingen zijn dus positief. In de
theorie van de positieve matrices bewijst men nu, dat positieve
1)
waarden voor ca en cb mogelijk zijn als:
1  - Mca ca - Fca cb
>0 (1.2.3)
- Bcb ca 1  - Bcb cb
Gelijktijdig wordt dan voldaan aan de twee condities van Hawkins-
Simon.
Een beeld van deze condities wordt nog gegeven in grafiek 1.
Netto produktie nl. houdt  in,  dat ca netto   0 of cb netto  > 0.
zodat men het vergelijkingenstelsel (1.2.2) kan weergeven als:
(1  - Fc   c  ) ca  - Mc  r   cb>  0
a a a -b
(1.2.4)
- kicb ca ca +  (1  - Alcb cb)  cb >  0
1) S. Karlin, Mathematical Methods and Theory in Games Programming
and Economics, Londen, 1959.
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Vervangt men in dit stelsel het > teken door =, dan worden door
de lijnen Ml en M2 van grafiek 1 de vergelijkingen grafisch weer-
gegeven.
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Uit de eerste vergelijking volgt, dat de produktie van ca en cb
zodanig moet zijn, dat het punt, waarmede de produktie in de gra-
fiek wordt weergegeven, op of onder Ml moet liggen. Op de lijn Ml
ligt dit punt nl. als c = 0, want dan geldt in de eerstea netto
vergelijking een = teken (zie 1.2.2). Onder de lijn is van produk-
tie van c sprake. De tweede vergelijking maakt een produktiea nett o
onder M2 onmogelijk.
Duideliik bliikt, dat de verhouding, waarin ca en cb geproduceerd kunnen
worden, sterk afhankeliik is van de verhouding van de materiaalquoten.
Alleen als
1-p    P
Ca ca   >      cb ca (1.2.5)
Mca cb 1-Pcbcb
is netto produktie mogeliik.
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Transformatiefunctie van arbeid
Tot nu toe zijn alleen de beperkingen, welke de materiaalquoten
aan de produktie stellen, in de beschouwingen opgenomen. Uit de
transformatiefunctie van arbeid, welke bepaald wordt door de
technische gegevens en door de hoeveelheid arbeid, vloeien ook
voor de produktie beperkingen voort. Toch moesten hier eerst  de
condities, welke door Hawkins-Simon zijn gedefinieerd, worden be-
handeld, omdat er alleen dan geproduceerd wordt, als aan deze
condities voldaan is, terwijl de inschakeling van de factor ar-
beid produktie impliceert.
De transformat iefunctie  van  arbe id   is   in (1.1.3) weergegeven  als:
-       -
ac  ca + a c. = 1. In de statische modellen van Leontief is dit
a       cb  D
de enige transformatiefunctie, daar in dit model alleen de fac-
-     -
tor arbeid schaars is. Door de lineaire technologie (ac  en ac
a b
zijn constant) het ontbreken van "joint production" (d.w.z. bij
de produktie van ca resp. cb wordt alleen ca of cb voortgebracht,
en dus niet ca dn cb)• en het schaars zijn van slechts 66n pro-
duktiefactor (arbeid), kan men de beperkingen welke door deze
produktiefactor aan het produktieproces worden opgelegd grafisch
voorstellen door een rechte lijn (zie grafiek 2).
Grafiek  2. De transformatielon van arbeid  als
beperking van de produktie.
cb
7                                                             ' b...3-  _  -5-   c.
Scb transformatiellin acb   acb
van arbeid                   ac
M,                 tg  9 =-   =a
A                   cb
M2




0                                           a
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Het produktiegebied wordt nu beperkt tot 0 A B. Elke combinatie
van ca en cb in dit gebied kan men, althans technisch, produce-
ren. Indien men de schaarste van de factor arbeid in de beschou-
wing betrekt en men, gegeven een bepaalde hoeveelheid arbeid,
streeft naar een zo hoog mogelijke produktie, is echter alleen
de produktie. in om'vang en verhouding zoals op het lijnstuk A B
wordt aangegeven, efficient. Alleen dan wordt nl. de gegeven
hoeveelheid arbeid volledig ingeschakeld en ontstaat de via die
inschakeling te realiseren maximale produktie van ca- en cb-goe-
deren.
Men kan zich nu nog de vraag stellen, of het mogelijk is. dat ca
en cb op verschillende wijzen worden voortgebracht. Kan er m. a.w.
een  arbe ids intens ieve naast een arbeidsextensieve techniek  be -
staan, bijvoorbeeld voor ca (met dezelfde onderlinge leveringen)?
Technisch is dit inderdaad mogelijk, maar, gezien het feit, dat
alleen arbeid schaars is, zal slechts de arbeidsextensieve tech-
niek economisch verantwoord zijn. Hoe minder arbeid nl. per pro-
dukt wordt verbruikt. des te groter kan, gegeven een bepaalde
hoevee lhe id arbeid. de totale produktie  z ij n.
Zo luidt het substitutie-theorema van Samuelsoni): als er een schaarse
produktiefactor is, en geen "ioint production', is er, op economische
gronden, voor elk produkt slechts een produktiemogeliikheid.
Netto produktie
De produktie. welke is aangegeven door het lijnstuk A B (grafiek
2), bestaat voor een gedeelte uit produkten bestend voor de on-
derlinge levering, voor een ander gedeelte uit netto ca- en cb-
goederen. Om nu de netto produktie in de vergelijkingen duide-
lijk naar voren te brengen, maakt Leontief gebruik van het be-
grip "gecumuleerde quote". De tot nu toe gebruikte factorquoten
(directe quoten) geven aan, hoeveel eenheden van de produktie-
factor direct moeten worden ingeschakeld bij de voortbrenging
van een eenhe id   van   het e indprodukt (d irecte vraag   naar  arbe id).
Voor de netto produktie echter van een goed wordt, naast de hoe-
veelheid van de produktiefactor, welke direct voor dit goed zelf
1) Koopmans (ed), Activity Analysis of Production and Allocation,
hoofdstuk 7 en 10.
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wordt aangewend, nog arbeid gevraagd voor de produktie van de ma-
terialen, welke als input bij de produktie nodig zijn (indirecte
vraag naar arbeid). De gecumuleerde quoten nu geven aan hoevee 1
eenheden van de produktiefactor in totaal (direct + indirect) bij
de netto produktie van een eenheid nodig zijn.
Uit de bovenomschreven definitie van de gecumuleerde quoten volgt,
dat de transformatiefunctie van arbeid nu luidt:
clca  , ca netto  + acb cb netto =
Ti) (1.2.6)
Uit de vergelijkingen (1.1.1) t/m (1.1.3) en (1.2.6) kan worden
afgeleid2):
aca  (1  - kicb cb)  + acb  ' /lcb ca
dc = (1.2.7)
a       (1   -  Mca ca    (1  -  Alcb cb)   - Mca cb Bcb Ca
aca Fca cb + acb  (1  - Fca ca  
ac = (1.2.8)
b    (1  - Mca ca) (1 - Bcb cb) - /lca cbFcb ca
Onderlinge leveringen
Een gedeelte van de produktie van ca en cb wordt gebruikt voor
de "onderlinge levering".   Tot  nu  toe is daarvoor de verklaring
gegeven, dat  voor de produktie van bijvoorbeeld don eenhe id  ca  een
bepaalde
hoeveelheid  ca      (Fca ca    en   cb   O.tcb ca
) nod ig   is   als   mate -
riaal.
Een andere verklaring is echter mogelijk, als men het minimum
pakket levensmidde len,   dat  de   arbe ider nodig heeft,    in de beschou-
wing opneemt3). Definieert men dit onderhoudspakket voor de ar-
beiders in de ca-industrie als pc c   :  ac  van het ca-produkt
(Oc  r ) en Fc  r  : S.  van het cbept%dukt (8-  .1 dan blijkt. dat
a  a b -a -a vb  a
.\07-»
ev41%54<)
,.- 1 Y' ©11¢,ffl
1)  a  is de directe;   a de gecumuleerde arbeidsquote. [DIEP#:440)51 -r
2) D. B.J. Schouten, Exacte Economie, p. 208 e. v.
\24*/0/5//Cil
0 \-eSWS'
3) D. B.J. Schouten, Exacte Economie, o.a. p. 10 en p. °/CE P-
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de "materiaalquoten" bij de produktie van 6dn eenheid ca gelijk
zijn aan pc  ca en Bcb c . daar bij  die produktie Ec arbeid ver-a                                               a
eist is. Eenzelfde verklaring geldt voor Fc c.  en B . Een en
a D cb cb
ander kan als volgt in vergelijkingen worden weergegeven:
Mca ca Bcb ca
Oca ca = ac
(1.2.9)     Oc. c- - (1.2.10)D a a
a                                   ca
0                       (1.2.11) 0 (1.2.12)
Fca cb Bcb cb
Cacb - a
cb cb = acbCb
In deze onderhoudspakketten per arbeider kan verschil bestaan in
de verschillende bedrijfstakken, omdat de arbeidsinspanning over-
eenkomstig de aard van het werk in de onderscheiden sectoren ver-
schillend kan zijn.
Nu aangenomen is dat de onderlinge leveringen bestaan uit con-
sumptiegoederen voor levensonderhoud en dat de netto produktie
bestemd is voor de consumptie welke boven het minimum uitgaat,
moet de verdeling van de totale produktie over deze beide soor-
ten nog bestudeerd worden.
Deze  verdeling  is , zoals  uit het voorafgaande  blij kt, afhankelijk
van de grootte en de verhouding van de materiaal- en arbeids-
quoten. Daarom is het niet mogelijk in grafiek 2 de "lijn van
interne leveringen" zo aan te brengen, dat deze op elke situatie
toepasbaar is. Grafiek 3 geeft  dan ook alleen een voorbee ld.   Dit
voorbeeld is gegeven omdat de gedachten gemakkelijker met behulp
van een grafiek te formuleren zijn (zie pag. 19).
Als de produktie van cb gelijk is aan 0 A3 en van ca aan 0 A2
(punt A) wordt de totale produktie van ca gebruikt voor het mi-
nimum levensonderhoud  van  de arbe iders   (Al,   het  ene   punt  van  de
lijn van interne levering ligt dan op AA2) terwijl voor de netto
produktie  van cb bijvoorbeeld geldt: cb netto =  AAl.
Anderzijds is bij de produktie, welke gelegen is op het snijpunt
van M2 en de transformatielijn van arbeid (punt B), de produktie
van cb volled ig bestemd  voor het minimum levensonderhoud.   Men  kan
dus concluderen, dat de lijn van de interne levering haar eind-
punten heeft op AA2 en 882.1)
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Grafiek 3.    De lijn van interne levering.
Cb
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In de uiterste punten van de lijn AB wordt dus de volledige pro-
duktie van ca resp. cb verbruikt voor het miniwum levensonder-
houd, maar tevens is in A c en in B c maximaal. Opb netto a netto
elk punt gelegen tussen A en B is er netto produktie van ca en cb
en is tevens in het minimum levensonderhoud voorzien.
De produkt ieverhoud ingen, weergegeven  door de punten  van  de   1 ij n
AB, zijn alle mogelijk. Met elke verhouding komt een punt op de
lijn van interne levering overeen (bijvoorbeeld met C het punt Cl).
1) Zie voor de bepaling van de lijn van interne levering appen-
dix I.
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Welke produktie van ca en cb gekozen wordt is nu nog niet vast te
stellen. Dit hangt nl. af van de preferenties van de consumenten,
welke in de vraagfunctie naar voren komen.
Een interessant, doch niet onrealistisch geval doet zich voor als
het onderhoudspakket per arbeider in de ca- en de cb-industrie
gelijk is. Deze hypothese is van belang, als de arbeidsinspanning
in alle bedrijfstakken dezelfde is. Dan geldt dus, dat elke arbei-
der, waar ook te werk gesteld, een bepaalde hoeveelheid ca en cb
als minimum voor zijn levensonderhoud nodig
heeft, (Oc c = Oc cb a a  a
0     = 0     ). Dan wordt de "lijn van de interne levering" te-Cb Ca     Cb Cb
ruggebracht tot een punt (grafiek 4).
Grafiek 4.  Het punt van de interne levering.
Cb




Be _ _     -lit---    B
0             A Ca
In deze situatie is namelijk voor het onderhoud van alle arbei-
ders een vaste hoeveelheid ca CO A2 =T O c c  =T O c c. )e na a a  D
C b
(0 8 2=T o
=  T   Ocb c    )   nod
ig. onafhanke lij k  van  de
cb Cb     aplaats  waar de arbeiders   in het produktieproces ingeschake ld  zijn.
Neemt men nu otA en 018 als assenstelsel dan kan men direct de
netto produktie uit de grafiek bepalen (bijvoorbeeld produktie in
B : van ca is 0 A2 nodig voor onderhoud, zodat 018 de netto pro-
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duktie is; 0 82 is onderhoud in de vorr van cb)·
Uit de vergelijkingen met betrekking tot c en c       ina  ve rv. b verv.
appendix I (I.7 en I.8)1  is bovenstaande stelling eenvoudig te
bewijzen.
Vraagfunctie
Tot nu toe is alleen rekening gehouden met 66n aspect van het
economisch proces nl. met de produktiestructuur, waarbij het mo-
gelijk was de efficiente produktiepunten aan te geven. Bij het
zoeken naar de hoogste welvaart is het nodig ook de preferenties
van de economische subjecten in de analyse te betrekken. Dit ge-
schiedt door opname  van de vraagfunct ie   in het model.
De vraag van de consument heeft betrekking op de goederen, die
hij voor het levensonderhoud van zichzelf en de zijnen nodig
heeft  en  op die produkten, welke  na deze eerste verdel ing  nog  ter
beschikking staan (netto produktie).   Na de behandeling  van  de
voorwaarden van Hawkins-Simon en de interpretatie van het begrip
gecumuleerde arbeidsquote is het niet nodig nog langer stil te
staan bij dat gedeelte van de vraag, dat betrekking heeft op het
minimum levensonderhoud.
Indien   nl.   bij de vervaardiging van goedereQ   aan  de   condities   van
Hawkins-Simon voldaan wordt, is de materiaalyoorziening, d.i. het
minimum levensonderhoud, gewaarborgd. Men kan verder uitgaan van
de gecumuleerde quoten en aldus de aandacht alleen op de netto
produktie richten.
De vraag naar de netto consumptiegoederen is in (1.1.4) gedefi-
nieerd als canetto = cb netto Door deze vraagfunctie op te nemen,
wordt het model volledig bepaald. Als de verdeling van de produk-
tie over ca- en cb-goederen volgens deze wens van de consument
verloopt, is de produktie volledig economisch. d.w.z. zij voldoet
zowel aan de voorwaarden, die de efficiency stelt (volledige in-
schakeling van de schaarse produktiefactor arbeid met behulp van
de meest efficiente techniek) als ook aan de preferenties van de
consumenten.
1) (I.7) = vergelijking 7 van appendix I. caverv. (cb verv.  =
volume ca- (cb-)goederen, bestemd voor het minimum levenson-
derhoud van de arbeiders.
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Prijsstructuur
In het voorafgaande werd alleen aandacht geschonken aan de in-
vloed van de technische co6fficidnten op de produktiestructuur.
Omdat echter ook de prijsverhouding mede door de technische co-
effici6nten bepaald wordt, is een analyse hiervan in het kader
van deze studie gewenst.
Stelt men nl. dat de marktprijs en de kostprijs van de eindpro-
dukten aan elkaar gelijk zijn (volledige concurrentie), dan valt
aan de factor arbeid als enige schaarse produktiefactor alle
meerwaarde toe. De andere factoren zijn nl. niet schaars en kun-
nen dus geen aanspraak maken op een deel van de opbrengst, omdat
de  prijs  van  een  goed,   dat in overvloed voorhanden  is,   nul   is.
Zo is bijvoorbeeld het feitelijk rendement van kapitaal nihil,
wanneer kapitaal absoluut overvloedig is. Het verwachte rendement
van kapitaal hangt grotendeels af van het feitelijk rendement.
Aangezien nu het gewenste rendement per se positief en dus bij
kapitaalovervloed hoger is dan het verwachte rendement. geldt on-
der deze omstandigheden dat bij rationeel economisch handelen
van investeren geen sprake kan zijnl).
De prijs van de eindprodukten wordt derhalve - behalve door de
kosten welke uit de onderlinge leveringen voortvloeien - uitslui-
tend door de prijs van arbeid bepaald. Daar arbeid homogeen is,
is substitutie van deze factor tussen de produktieprocessen mo-
gelijk en is de beloning welke uitgaat boven de kosten van levens-
onderhoud, overal gelijk. De prijs van ca en cb wordt dus slechts
door ac  en acb bepaald. Deze prijs van ca (Pc ) is verder op al-a                                            a
le markten gelij k omdat  het  ci goed homogeen is "Homogene goede-
ren zijn volledig substitueerbaar, hetgeen wil zeggen, dat alle
ondernemingen die eenzelfde goed voortbrengen dezelfde prijs moe-
ten stellen, willen  zij niet volledig weggeconcurreerd worden"2).
Hetzelfde geldt voor Pcb 
Zou het in de toekomst gemakkelijker worden ca voort te brengen,
d.w.z. is in dit proces minder arbeid nodig door stijging van de
1) D.B.J. Schouten, Exacte Economie, o.a. pag. 73.
2) D.B. J. Schouten, Een algemene evenwichtstheorie van de monopo-
listische concurrentie en van de nationale winstquote?,
Maandschrift Economie, november 1961, pag. 54.
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produktiviteit, dan daalt ac  t.o.v. acb en derhalve pc  in ver-
houding tot Pcb '
Stel:
PL c  = totale loonsom per arbeider in ca-industrie, incl. kostena
van levensonderhoud;
PL c  = totale loonsom per arbeider in cb-industrie, incl. kosten
b  van levensonderhoudl);
PL   = meerwaarde per arbeider (in ca- en cb-industrie dezelfde);
Pc   = Prijs voor ca;
a
Pcb  = prijs voor cb.
Nu geldt:
Pc  I pc c Pc  + pC P   + Ezc PL· (1.2.13)a      aa a b ca  cb       a
Pcb = Fca cb Pca   Bcb cb Pcb + acb  L (1.2.14)
Mca ca Mcb ca
PL ca- PL  ' R Pc  + -     P                           (1.2.15)a   a      CbC               C
a              a
_               Fca cb Bcbcb
PL cb-  PL + a PC  + -a   a     Pcb                    
  (1.2.16)
cb           cb
Uit (1.2.13) t/m (1.2. 16) volgt:
-   -
Pca = aca PL ca
-  -
Pcb = acb PL cb
1) Later in deze studie zal het bruto loon in alle industrieen
aangeduid worden met het symbool PL· Dit is echter hier nog
niet mogelijk, omdat alleen als de arbeiders overal dezelfde
kosten van levensonderhoud hebben, het bruto loon in alle in-
dustrie6n hetzelfde is.
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Houdt men tevens rekening  met   (1.2.7)  en   (1.2.8) dan blijkt  dat:
Pc  = ac PL (1.2.17) "a
Pc    ac
dus    a = a (1.2.19)
P-      an
-b         '-b
P-                              (1.2.18)
-b = acb PL
Zo kan dus ook wiskundig worden afgeleid dat de priisverhouding van de
eindprodukten geliik is aan de verhouding van de gecumuleerde arbeidsquo-
ten.
Het model
In het voorafgaande zijn de vergelijkingen van het statische mo-
del van Leontief ontwikkeld. Verschillende daarvan werden afge-
leid. Somt men de onafhankelijke vergelijkingen op, dan ontstaat
het volgende model:
Mca ca ca + Mca cb cb + ca netto = Ca (1.1.1)
Bcbcaca + Bcbcbcb + cb netto = cb (1.1.2)
aca ca + Rob cb =
T (1.1.3)
CanettO = cb netto       -              (1.1.4)
Pca = Mca ca Pca + Bc
p-   + a P. (1.2.13)b ca   b     ca  L
Pcb - Fca cb Pca + Mcb cb Pcb + acb PL (1.2.14)
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-          Mca ca . Pcb ca
PL ca = PL +  ca     P
Ca   a Pcb                      (1.2.15)
Ca
_               Fca cb pc   +  Cb cb p (1.2.16)




Als kica ca' lica cb' Mcb ca, kicb cb,  ca en acb,  1 en PL gegeven zijn,
kan men uit deze acht vergelijkingen de vier volumengrootheden
en de vier prijzen berekenen  (ca.  cb.  ca netto cb netto' Pca'  pcb'
-    -
PL ca' PL cb '
Natuurlijk is het mogelijk op basis van het bovenstaande een an-
der model te geven met behulp van de gecumuleerde arbeidsquoten.
Hier is echter het fundamentele model opgesteld omdat dit de ba-
sis van de analyse vormde.
Cijfervoorbeeld 1
Om de begrippen, vergelijkingen en grafische voorstellingen te
verduidelijken, worden de gevonden resultaten in cijfervoorbeel-
den nogmaals naar voren gebracht.
Gegeven: aca = 1/2; acb = 1/4
In beide industrieen heeft de arbeider voor levensonder-









Oc       --  = 1/2 .'. P-  _ = 1/4 (zie 1.2.10)b cab ca a -b ua
ca
0                                                         =       1/4       .'. P. = 1/16 (zie 1.2.11)
Fcacb
Cacb- a- va cb
Cb
P#C r·0-   - _b b= 1/2 :· B. = 1/8 (zie 1.2.12) b cb a  b cb
Cb
eerste conditie van
Hawkins-Simon: Mca ca' Bcb cb  <  1.
tweede conditie:
1 - pc c Bcb caa a> nl  -
7/8 > 1/4 (1.2.5)
1 - Mcb cb
'
1/16 7/8vacb
1/8 ca + 1/16 cb + C b +ca netto  = Ca (1.1.1)
'
Ca = 12 1/2
1/4 ca + 1/8 cb + C b netto  = Cb (1.1.2) Cb = 15
1/2 ca + 1/4 cb = 10 (1.1.3) Ca netto  = 10
Ca netto  = cb netto (1.1.4) _   cbnetto = 10
ac  = 2/3 (1.2.7) a- = 1/3 (1.2.8)
a                                                                 vb








Cb verv. =  Ocb ca  T=  1/2.10  = 5         = cb-cb netto
Voor de prijsverhouding geldt:
Pc = 1/8 Pc + 1/4 p. + 1/2 (1.2.13)
-
Pca   =   2/3a                     a                   »b
p.   = 1/16 Pc   + 1/8 p.   + 1/4 (1.2.14) P-     =   1 /3
'«b                 a               #b                                          -          b
n   = 1 1/3 (1.2.15)
rL ca
= 1 1/3 (1.2.16)
PL cb
Tabel van middelen en bestedingen
Midde len Bestedingen
Vol. x Prijs = Vol. x Prijs =
Waarde Waarde
T: meerwaarde: 10  x 1 = 10 Ca: netto 10 x 2/3 = 20/3
onderh. ca: 5/2 x 2/3 = 5/3 onderhoud 5/2 x 2/3 = 5/3
onderh. cb:   5 x 1/3 =  5/3  cb:
netto 10 x 1/3 = 10/3
onderhoud 5 x 1/3 = 5/3
40/3 40/3
Uit de grafische weergave  blijkt  nu,   dat  er  66n   punt van interne
levering is, nl. (2 1/2. 5) (zie ook grafiek 4).
1) I. 8: vergelijking 8 van appendix I.
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Grafiek 5. Cijfervoorbeeld 1.
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Cijfervoorbeeld 2
Gegeven  :  Ec    =  1/2, a-    =  1/4,1  =  10
a                 »b
Voor  onderhoud  hee ft  de  arbe ider  nod ig:
in ca-industrie in cb-industrie
van ca 1/4 1 /3
van cb 1/2 29/12
Oplossing:
P                  =   1/8
ca ca Mca cb  = 1/12   
· Zie (1.2.9) t/m (1.2.12)
p     = 1/4 Bcb cb  = 29/48Cb Ca                              -
Ca =  46/5          c       = 25/4a netto
(1.1.1) t/m (1.1.4)
Cb = 108/5 Cb netto = 25/4
11De   lij n  van de interne levering   (A  B   ) van grafiek  6 kan aldus
worden verklaard: in de ca-industrie wordt voor het onderhoud
van de arbeiders minder ca (dus Bl links van 01) en cb (Al boven
01) gevraagd dan in de cb-industrie. Worden er dus arbeiders van
de ca-bedrijfstak naar de cb-bedrijfstak overgeplaatst, dan zal
het gedeelte van het nationaal produkt, dat voor het noodzakelijk
levensonderhoud van de arbeider bestemd is, stijgen.
De formule voor deze lijn is:
c          = 23 c - 52,5  (zie I.7).b  ve rv. a verv.
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C'= produktie voor interne
33.6 levering  < -iii  ,    20  1
59      lEI \
C = totale produktie   (46     108)
\5, 5
21,1
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3. Uitbreiding van het statische
model
Schaarste van kapitaal 1)
Tot nu toe is alleen aandacht geschonken aan de produktiefactor
arbeid en aan de produktie van consumptiegoederen. Dit kan juist
zijn als men een model opstelt voor een situatie van kapitaal-
overvloed, waarin de kapitaalgoederenvoorraad geen beperkende in-
vloed heeft op de produktie, en de voortbrenging van investerings-
goederen voor vervanging en uitbreiding  van het produkt ie-apparaat
dus niet verantwoord is. Indien nl. kapitaal overvloedig is, zal
de prijs van kapitaaldiensten d.w.z. het feitelijk rendement ni-
hil zijn. Daar nu het verwachte rendement mede op dit feitelijk
rendement gebaseerd is, betekent dit, dat nieuwe investeringen
achterwege zullen blijven. omdat degene, die liquide middelen
heeft, niet bereid is zijn geld aan de producent over te dragen.
Ook de interne reserveringen zullen onder deze omstandigheden in
liquide middelen aangehouden worden en dus niet bestemd worden
voor de aankoop van kapitaalgoederen. In een situatie van kapi-
taalovervloed zullen dus geen investeringen plaats vinden, zodat
produktie van i-goederen niet verantwoord is. In het algemeen
moet men echter stellen. dat arbeid en kapitaalgoederen als oor-
spronkelijke produktiefactoren in het model moeten worden opge-
nomen, omdat  be ide schaars  zijn. Of beide factoren  in  de  loop  van
de tijd schaars blijven, d.w.z. over de ontwikkeling van de
schaarst4 zal pas later in het dynamische model worden gesproken.
Het model waarin ook kapitaalgoederen als gegeven voorraad produk-
tiemiddelen voorkomen, vertoont veel overeenstemming met dat van
par. 1. Alleen worden nu door de produktie van investeringsgoede-
ren (i) en de inschakeling daarvan in het produktieproces, de
1) In het vervolg zal het begrip kapitaal steeds duidelijker
worden, naarmate zijn functies in het kader van een statische
en dynamische beschouwing beter naar voren komen. Voorlopig
wordt onder kapitaal verstaan: een homogene voorraad kapitaal-




Om het model der volumetransacties eenvoudig te kunnen houden,
wordt aangenomen. dat naast het i-goed ·slechts 6dn soort con-
sumptiegoed wordt voortgebracht. Het model wordt nu (zie (1.1.1)
t/m (1.1.3))
Bcc c + Mci i + cnetto = c (1.3.1)
Fic C + Fii i + inetto = i (1.3.2)
-     -     -
a c+a.i=1 (1.3.3)C 1
KCC+Kii=k (1.3.4)
Als nieuwe functie is hier de transformatiefunctie van kapitaal
opgenomen. De omvang van de produktie immers wordt nu niet al-
leen door de produktiefactor arbeid, maar ook door de factor ka-
pitaal beperkt. De afzonderlijke kapitaalgoederen zijn evenals
arbeid homogeen verondersteld, d.w.z. zij hebben eenzelfde on-
gedifferentieerde produktiecapaciteit en eenzelfde levensduur.
Nu de basis van het model in de vergelijkingen (1.3.1) t/m
(1.3.4) gegeven is, zullen eerst wederom de beperkingen welke
uit de technische coeffici6nten volgen, worden afgeleid. Deze
beperkingen zijn:
de condities van Hawkins-Simon,
de verhouding van produktiefactoren en directe quoten,
de verhouding van produktiefactoren en gecumuleerde quoten.
Daarna zal het model zelf worden geanalyseerd.
Condities van Hawkins-Simon
Ook in deze nieuwe situatie blijven de eerder geformuleerde con-
dities van Hawkins-Simon van kracht (zie par. 2). Geheel ana-
loog aan (1.2.5) nemen zij thans deze vorm aan:
1   -  Fii   >     Mci (1.3.5) (zie grafiek 7).
Fic 1 - Mcc
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Grafiek 7. De beperkingen van de condities van
Hawkins - Simon en van de faktoren
arbeid en kapitaal.
C
1>uiiT                                                     tgpi-      ,•.




.UCivan arbeid tg 92 =   1-Al
1 --  tt
k                                                             -
-                         Mt                              a









/  produl,tle-           1,12><-'  M,
//  geirikfLljLt...'"15.00* .........
   transformatiellin
1 fi R.\,3  2\ 1#4L    lyan kapitaal\
T  T '
ai               Xi
De verhouding van produktiefactoren en directe quoten 1)
Nu arbeid en kapitaal beide schaars zijn wordt de produktie, be-
ac  ai1) Van de mogelijkheid dat-=- =-r- wordt afgezien. In de zuivere
KC   Kimacro-economie, waarbij men geen bedrij fstakken onder-
scheidt, wordt deze onrealistische hypothese echter gehanteerd.
Het gevolg is dat vele interessante keuzeproblemen niet aan
de orde komen.
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halve door de arbeidsquoten en de hoeveelheid arbeid ook door de
kapitaalquoten en de gegeven kapitaalgoederenvoorraad beinvloed.
Indien nl. door de economische politiek gedist wordt dat arbeid
en kapitaal volledig worden ingeschakeld, wenst men in feite dat
de transformatielijnen van arbeid en kapitaal (grafische voor-
stelling  van de vergelijkingen  (1.3.3)  en (1.3.4)) elkaar  snij -
den in het positieve kwadrant. Alleen dan is dit doel van de
economische politiek te verwezenlijken (o.a. punt C van grafiek
7).   Bij elke andere produktieverhouding   is   ofwe 1 kapitaal ofwel
arbeid overvloedig. Per definitie geldt immers, dat alleen dan
een produktiefactor volled ig ingeschakeld   is,   als het produkt ie-
punt op de transformatielijn van die factor valt. Als er dus twee
transformatielijnen zijn, worden slechts beide factoren volledig
ingeschakeld, bij een produktie-omvang, weergegeven door het
snijrunt van die lijnen. Dat het snijpunt in het positieve kwa-
drant moet liggen, houdt, uitgedrukt in symbolen, het volgende
in:
- - -     -
a. K a              a.
a)    als  ---1  <---1 (zie grafiek  7),  d.w.z.  als --c  <  --1    moet
aC    KC                               KC    Ki
1 4 1  (zie i-as van grafiek 7) enl 4 I  (zie c-as).
ai Ki KC   ac
Zo is dus :  c  6  T  4 -3- . (1.3.6)
K      k     KiC
b)  als daarentegen de consumptiegoederen worden voortgebracht
volgens een relatief arbe idsintensieve  en de i-goederen  vol-
gens een relatief kapitaalintensieve methode, dus als
-     -         -           -
ac     >    at     geldt     ac     3   -1     5  -=i . (1.3.7)
Kc     Ki         Kc     k     Ki
Het voorafgaande is afgeleid uit de transformatiefuncties van
arbeid en kapitaal. Dezelfde conclusie volgt ook uit de vol-
gende overweging:   als de aangeboden hoevee lhe id   arbe id   zo
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groot is t.o.v. de aanwezige kapitaalgoederenvoorraad dat, zelfs
bij de produktie volgens de meest arbeidsintensieve techniek, de
arbeiders niet volledig tewerkgesteld kunnen worden, is het on-
moge lij k  aan de voorwaarde van volled ige inschake ling  van  de
produktiefactoren (=  in vergelijkingen (1.3.3) en (1.3.4)) te
voldoen.   Arbe id   zal dan overvloedig  zijn,   d.w.z. de transforma-
tielijnen van de arbeid en kapitaal snijden elkaar niet in het
positieve kwadrant.
De   verhoud ing van produktiefactoren en gecumuleerde quoten
Tot nu toe ziin de condities van Hawkins-Simon en de verhouding van
produktiefactoren en directe quoten afgeleid. De eerste voorwaarde houdt
in dat het produktiepunt tussen de liinen van Hawkins-Simon moet liggen,
wil er netto produktie  zi in. Daarom  moet ook de tweede voorwaarde,  waar-
in slechts over een sniipunt in het positieve kwadrant wordt gesproken,
stringenter worden geformuleerd. Dit gebeurt in deze derde beperking.
Om deze beperking ook algebraisch te definieren, moet eerst de
beschouwing van par. 2 over de gecumuleerde quoten worden uitge-
werkt.
In het voorafgaande werd reeds geste ld,   dat de gecumuleerde   quo-
ten van arbeid ontstaan door een combinatie van de directe fac-
torquoten en de materiaalquoten (som van directe en indirecte
input van arbeid). Hierbij  werd de materiaallevering gezien  als  '
de   verstrekking   van het levensmidde lenpakket   aan   de arbe iders.      ,
In de factorquoten voor netto produktie (gecumuleerde quoten)
werd dan ook tevens dit onderhoud opgenomen.
In het model, waarin naast de produktie van c ook de voortbren-
ging van i is opgenomen. kan tevens aan de materiaalquoten een
soortgelijke betekenis i.v.m. het onderhoudspakket van de kapi-
taalgoederen worden gegeven. Tijdens het produktieproces nl.
moet, naast de voeding van de arbeider. ook de vervanging van
verbruikte kapitaaleenheden worden verzorgd. Als nl. 66n eenheid
c wordt voortgebracht met Ec  arbeidseenheden en Kc kapitaaleen-
heden en het doel van de volkshuishouding, naast de netto produk-
tie,   gelegen   is   in  het  op peil houden  van  het arbe idspotentiee 1
en de kapitaalgoederenvoorraad, is vervanging van verbruikte
eenheden nodig. Analoog met het gestelde in par. 2 geeft Mcc aan
hoe groot het onderhoudspakket moet zijn, dat de ac arbeiders
nodig hebben en Mic de vervangingsinvesteringen voor de c-indus-
35
trie, welke door het gebruik van de Kc kapitaaleenheden vereist
worden. Hetze 1fde geldt  voor  Mci  en Mii in de i-industrie.
Gaat men er van uit dat de arbeiders voor het minimum levenson-
derhoud slechts c-goederen nodig hebben en de vervangingsinves-
teringen bestaan uit i-goederen en gebruikt men het symbool 0
voor het onderhoudspakket van een arbeider en V voor de vervan-
gingsinvesteringen per kapitaaleenheid dan is:
0  =-- (minimum levensonderhoud bestaande uit c-goederen perBCCCC
ac   arbeider in de c-industrie)
Mci
Oci =--    (idem per arbeider in i-industrie)
ai
MicVic  = --        (vervangingsinvester ingen per verbruikte kapitaaleen-
Kc   heid in de c-industrie)
Vii =-=11  (idem in de i-industrie)1).
Ki
De gecumuleerde quoten2 zijn:
-             -
ac    (1   - /lii) i Fic+aa = (1.3.8)
c           (1    -   Mcc)     (1     -   Mii)     -   Mci    Mic
ac    kic i     +    ai      (1      -    kiC C ) (1.3.9)
ai - (1 - Mcc) (1 - Fii) - Mci Fic
1) Bij Vic = Vii = 1 d.w. z. onder de hypothese dat de levensduur
van kapitaalgoederen gelijk is aan de produktieperiode en de
kapitaalgoederen in alle aanwendingsrichtingen eenzelfde onder-
houd vereisen (zie cijfervoorbeeld 3 en 4), is de waarde van
de vervangingsinvesteringen gelijk aan de totale kapitaal-
waarde.
2) Zie voor afleiding o. a. D.B.J. Schouten, Exacte Economie,
appendix II.
36
-             -
KC (1 - Mii) + Ki Fic (1.3.10)K =
c          (1    -   Bcc)    (1    -  Mii)    -  Fc i   Mic
-        -
Kc  /ici   +   Ki    (1   -  Mcc)
K. = (1.3.11)
1         (1   -  Bcc)    (1   -  Mii)   -  /ici  Fic
De betekenis hiervan is: de hoeveelheid arbeid c.q. kapitaal
welke direct en indirect voor de netto produktie van een eenheid
c of i nodig is.
Na deze uiteenzetting is het mogelijk de voorwaarde, dat de
transformatielijn van kapitaal het lijnstuk AB van grafiek 7 moet
snijden, analoog met (1.3.6) en (1.3.7), algebraisch te defini-
eren nl.:
a) als ac  >  -11  dan moet  -1  3 1 3 -at. (1.3.12)KC Ki  K k KiC
Indien nl. alle produktiekrachten ingeschakeld forden voor de
arbeidsintensieve voortbrenging van consumptiegoederen moet
overvloed van arbeid onmogelijk zijn (1 : k< ac : Kc)· ter-
wijl er geen kapitaalovervloed mag bestaan bij een volledige
inschakeling van arbeid en kapitaal in de kapitaalintensieve
i-produktie.
b)  als ac   <   ai   dan  moet    c-  4  1  4 -11 (1.3.13)
KC     Ki            Kc     k     Ki
Dit betekent in woorden dat voor de factor arbeid altijd vol-
ledig emplooi te vinden moet zijn indien uitsluitend arbeids-
intens ieve invester ingsgoederen zouden worden geproduceerd,
terwij 1 kapitaal volledig ingeschakeld  moet  zijn als netto
produktie van kapitaalintensieve consumptiegoederen het enige
doel van de economie is.
Als aan de drie gestelde voorwaarden is voldaan, is er netto pro-
duktie, zoals in grafiek 8 is weergegeven.
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Grafiek 8. Netto produktie met volledige
inschakeling van arbeid en kapitaal.
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In het voorafgaande zijn nu drie beperkingen, welke uit het mo-
del  voortvloeien,   afge le id.   Bij deze analyse werd reeds  over  en-
ke le centrale punten  van  het  mode 1  gesproken   (o. a. netto produk-
tie en gecumuleerde quoten). De overige kwesties (onderlinge le-
veringen, grensprodukt, vraagfunctie en prijs) worden nu behan-
deld.
Onderlinge leveringen
De bepaling van de lijn van onderlinge levering vormt in deze
analyse een probleem. Kon nl. in par. 2 de grens van het produk-
tiegebied worden weergegeven door een rechte lijn (A B in gra-
fiek 2), hier ontstaat door de invloed van arbeid en kapitaal het
gebroken lijnstuk D C B (zie grafiek 8: produktie in E bijvoor-
beeld is onmogelijk wegens tekort aan arbeid). In de vorige ana-
lyse kon de schaarse produktiefactor altijd volledig in het pro-
duktieproces worden ingeschakeld, maar in dit model is bijna al-
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tijd 66n factor overvloedig. Van D tot C nl. wordt alleen kapi-
taal, van B tot C alleen arbeid volledig benut. Alleen in C is
van volledige inschakeling van arbeid en kapitaal sprake.
In grafiek 8 kunnen, op dezelfde manier als in grafiek 3, bij D
en B de interne leveringen worden aangegeven. De punten van deze
interne leveringen liggen resp. op de loodlijnen D Dl en B Bl.
Gaf echter in grafiek 3 de rechte tussen twee punten de lijn van
interne levering aan, bij dit model is van een rechte geen spra-
ke. Bij de produktie in D en B nl. is arbeid c.q. kapitaal over-
 vloedig. Echter alleen de voor het produktieproces benodigde
  hoeveelhe id   van de produktiefactoren kan aanspraak maken   or   on-
'derhoud. Aangezien nu bij de produktie in C zowel kapitaal als
arbeid volledig zijn ingeschakeld. zijn de interne leveringen bij
 deze produktie-omvang geen gewogen gemidde lde   van de levensmid-
 delenpakketten en
de vervangingsinvesteringen zoals deze bij de
 produktie   in   B  en  D
geeist worden,   daar   er   in  C   meer   arbe id  dan
in D en meer kapitaal dan in B voor onderhoud in aanmerking komt.
Tot nu toe is er van uitgegaan, dat het voor het produktieproces
benodigde aantal arbeiders in zijn eerste levensbehoefte kan
voorzien (Pcc' iici   0). Dit is een eis welke deze produktiefac-
tor stelt onafhankelijk van het feit of er werkloosheid is of
nietl).   Voor de kapitaalgoederen  kan een soortge lijke  eis  niet
gesteld worden. Vervangingsinvesteringen worden alleen gevraagd.
als deze vervanging inderdaad verantwoord is. Als kapitaal over-
vloedig is (zie grafiek 8: produktie van B tot C), is het ratio-
neel eerst de voorraad kapitaalgoederen aan te passen aan de
eisen van de produktie door de verbruikte eenheden niet meer aan
te vullen.
In feite betekent dit, dat bij kapitaalovervloed vervangingsin-
vesteringen achterwege zullen blijven, zodat dan een andere ma-
teriaaltechniek wordt toegepast.   dan bij volledige inschake ling
van kapitaal. De materiaalquoten, welke betrekking hebben op de
1) In de klassieke gedachtengang van bijvoorbeeld Ricardo wordt
er een verband gelegd tussen het onderhoudspakket van de ar-
beider en de groei van de beroepsbevolking. Bij werkloosheid
zal het onderhoudsloon laag zijn, bij een krappe arbeidsmarkt
zal daarentegen het redle loon hoog zijn.
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levering van i-produkten worden dan 0 (Fic = Fi i = 0)'
Hoe de totale vraag naar de investeringsgoederen zich in de ver-
schillende situaties ontwikkelt, is nu, met toepassing van de
statische analjse, nog niet te bepalen, omdat ook de netto pro-
duktie van investeringsgoederen (produktie van uitbreidings inves-
teringen) alleen zin heeft als deze worden gebruikt om de kapi-
taalgoederenvoorraad voor de volgende periode uit te breiden.
Daarom zal dit probleem in par. 4 opnieuw aan de orde worden ge-
steld.
Slechts in 66n geval is het mogelijk de interne leveringen te be-
palen nl. indien dn kapitaal Sn arbeid volledig in het produktie-
proces zijn ingeschakeld (snijpunt van de transformatielijnen van
arbeid en kapitaal; zie grafiek 8 punt C). De afleiding van dit
punt van interne leveringen is weergegeven in appendix II.
Grensprodukt van arbeid en kapitaal
In de vergelijkingen (1.3.8) t/m (1.3.11) zijn de gecumuleerde
factorquoten weergegeven. Nu de lijn van interne leveringen, voor
zover dit bij deze statische methode mogelijk is, geanalyseerd is,
kan van de vervangings- en onderhoudsproduktie worden afgezien en
de analyse verder worden beperkt tot de beschouwing over de net-
to voortbrenging van c- en i-goederen.
De vergelijkingen worden dan (zie (1.2.6)):
ac cnetto + ai inetto = 1 (1.3.14)
KC cnetto + Ki inetto = k (1.3.15)
Dit stelsel van transformatiefuncties leidt tot de volgende pro-
duktiefuncties voor het c-goed en i-goed.
Ki      -        - ai k (1.3.16)cnetto
= 1+
aC Ki - ai KC ac Ki - ai Kc
-K a
i      -          cl+        c      k                (1.3.17)netto
ac Ki - ai KC ac Ki - ai Kc
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Door differentieren van de produktiefuncties worden de grens-1)
produkten van arbeid en kapitaal bepaald:
dc               Ki          -Xnetto I                 - de (1.3.18)
dl     ac Ki - ai Kc
dc             - ai           'netto =
d k                        ac     Ki     -    ai     Kc          
              bE                                                       
                                              (1.3.1 9)
di             - KCnetto _
(1.3.20)--
dl     ac Ki - ai Kc
di            a
netto =        c                                       (1.3.21)
dk     ac Ki - ai Kc
Er van uitgaande, dat de economische politiek zich ten doel stelt
arbeid en kapitaal volledig  bij de produktie   in te schake len,   zal
een toename van het aantal arbeiders leiden tot uitbreiding van
de  arbe ids intensieve produktiemethode. Indien  nl. de c-industrie
1) Voor de bepaling van de grensproduktiviteit van kapitaal en ar-
beid kan men algebraisch ook een andere weg volgen. Met behulp
van de determinant van Jacobi.
61   61 58 ET acal
2 %.  % Ki
kan men direct, uitgaande van de vergelijkingen (1.3.14) en
(1.3.15) dezelfde uitkomst verkrijgen. Deze determinant  is no-
dig,  omdat het partieel differentidren van genoemde vergelij -
kingen tot foutieve uitkomsten leidt, daar de produktie bepaald
wordt door de gegeven eenheden T in k.
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arbeidsintensief   is   (ac  >  ai   en  Kc  <   xi),    is  ac  Ki   -  ai   Kc   >   0,
zodat, daar  iuiteraard steeds positief is,
dc                 di
netto   0, terwijl   netto < 0.
dl                 dl
Dit is de algebraische uitdrukking van het feit dat de extra-in-
zet van arbeid alleen dan een positief grensprodukt oplevert als
deze   arbe ider wordt tewerkgeste ld   in  de arbe idsintens ieve   c-pro-
duktie en bovendien nog een aantal arbeiders uit de i-goederen-
industrie worden overgeplaatst  terwille van het vrijmaken van de
benodigde additionele kapitaalgoederen voor de additionele c-pro-
duktie.
Vraagfunctie
In het voorafgaande is een analyse gegeven van de produktiestruc-
tuur van het uitgebreide statische model. Hierbij bleek, dat, als
door de economische politiek volledige inschakeling van de produk-
tiefactoren wordt geoist, de produktie bepaald is (punt C van
grafiek 8). De vraag zal zich aan deze produktie moeten aanpassen.
Voor een vraagfunctie, welke een van te voren vastgestelde fysie-
ke vraagverhouding veronderstelt. is dus in het model geen plaats
meer.
Hier bliikt dus dat in dit model twee doelstellingen van de sociaal-econo-
mische politiek niet tegeliikertiid te realiseren ziin. De doelstellingen
welke nu met elkaar striiden ziin:
het bereiken van een produktiestructuur welke in overeenstemming is met
de door de economische subiecten geprefereerde vraagverhouding en
het voorkomen van onvriiwillige werkeloosheid en onderbezetting van de
kapitaalgoederen.
Een keuze moet gedaan worden. In deze analyse is de keuze geval-
len op volledige inschakeling van de produktiefactoren.
Overigens zal het duidelijk zijn dat in de praktijk de vraagver-
houding niet exact vast staat, doch afhanke lij k  is  van de prijs-
verhouding. Het doel van het betoog is echter aan te geven dat
bij geringe substitueerbaarheid van de eindprodukten niet aan de-




Een moeilijkheid vormt nu nog de prijsstructuur. De produktie in
punt C (grafiek 8) kent niet din, door het produktieproces opge-
legde, prijsverhouding tussen c- en i-goederen. De reden hiervan
is,   dat de prijsverhou(ling  van  deze twee goederen bepaald wordt
door de verhouding, waarin de toename van de produktie van c een
afname van i  f een afname van c een toename van i tengevolge
heeft (dus - · ) Zoals uit grafiek 8 blijkt, is in punt C de
verhouding niet te bepalen, omdat het produktiegebied, begrensd
door D C B, in C een knikpunt heeft. Men kan alleen stellen dat
de prijsverhouding van c en i schommelt tussen twee grenzen, aan-
gegeven door de hellingshoeken van de transformatielijnen van ar-
beid en kapitaal. Voor wat de prijs van de produktiefactoren be-
treft. kan gesteld worden. dat zowel arbeid als kapitaal een
deel van de meerwaarde ontvangen. De meerwaarde. d. i. de opbrengst
van produktie welke niet nodig is voor onderhoud en vervanging,
wordt nl. door volledige benutting van arbeid en kapitaal bereikt.
Daarom zal, in tegenstelling met het gestelde in par. 2, in dit
model het feitelijk rendement per kapitaaleenheid bepaald moeten
worden. Gezegd is reeds, dat dit feitelijk rendement de basis is
voor het verwachte rendement. Produktie van investeringsgoederen
is nu slechts economisch verantwoord. als dit (door het feitelijk
rendement bepaalde) verwachte rendement hoger is dan het gewenste
rendement. Daar in dit model de voortbrenging van i-goederen op-
genomen is, is impliciet verondersteld, dat dit het geval is. In
feite betekent dit een situatie van relatieve kapitaalschaarste,
waarin investeren aantrekkelijk is.
De prijsvergelijkingen in dit model zijn:
Pc  = Mcc  Pc  + /.tic  Pi  +  ac  PL  +  Kc PR (1.3.22)
Pi   =  Mci   Pc   +  PIi   Pi   +  ai   PL   +  Ki PR (1.3.23)
BLe=PL+Bcc pcl) (1.3.24)aC
1)  EL c is het totale brutoloon  in de c-industrie;  PL is  het meer-
waardeloon. Voor PRc en PR geldt mutatis mutandis hetzelfde.
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_       Fci
PLi = PL + -r-- PC (1.3.25)
ai
_                                 Ftc
PRc  =  Pit  +- Pi (1.3.26)K
C
-        . FiiPRi - PR *-  Pi                                   (1.3.27)
Ki
Uit de vergelijkingen (1.3.8) t/m (1.3.11) en (1.3.22) t/m
(1.3.27) volgt:
-  -     - -
pc = ac PLc  + Kc PRc
-- --
Pi = ai PLi + xi gRi
en
pc = ac PL + Kc PR (1.3.28)
Pi = ac PL + Ki PR (1.3.29)
Als k absoluut overvloedig wordt, dus PR = 0, geldt _c =-c ;  in
Pipc aiKcgeval van werkloosheid  (1 > T) wordt PL - 0 en geldt  - =- ,
Pi   Ki
terwijl in punt C van grafiek 8 de prijsverhouding tussen beide
uitersten in ligt.
Het model
Door het grote aantal vergelijkingen, welke in deze paragraaf
behandeld zijn, is het moeilijk het volledige model duidelijk in
het voorafgaande terug te vinden. Daarom worden nu de onafhanke-
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lijke vergelijkingen nogmaals weergegeven:
Bcc c + Mci i + cnetto = c (1.3.1)
Fic c + /iii i + inetto = i (1.3.2)
acc+aii= T (1.3.3)
Kcc+Rii=k (1.3.4)
-      -
Pc = Bcc Pc + Fic Pi + ac PL + Kc PR (1.3.22)
-      -
Pi = Mci Pc + Fii Pi + ai PL + Ki PR (1.3.23)




-         Mic
Plic  =  PR  +- Pi (1.3.26)
KC
_                         Fi iPRi = PR +-   Pi                                           (1.3.27)
Ki
Als Mcc•  jici•  /.lic·  Mii·  E.K,  T. k gegeven zijn,  zijn de volu-
megrootheden bepaald. Alleen als twee prijzen gegeven zijn (bij-
voorbeeld Pc en PL) kunnen de prijsvergelijkingen worden opge-
lost. De reden hiervan is, dat in punt C van grafiek 8 meerdere
raaklijnen aan het produktiegebied te trekken zijn. Wanneer de
45
vraagverhouding een functie is van de prijzen kunnen de prijs-
verhoudingen worden gedetermineerd door de conditie van even-
wicht tussen vraag en aanbod.
Uitgaande van de gecumuleerde quoten of de onderhoudspakket-
ten, kan een gereduceerd stelsel van vergelijkingen opgesteld
worden. Zoals in het voorafgaande is weergegeven, kan dit an-
dere stelsel uit het gegeven model worden afgeleid.
Cijfervoorbeeld 3
Gegeven:   Ec = 1/2 ai = 1/8 1  . 100
KC = 1/2 Ki = 3/4 k = 300
Occ= Oci = 1 Pc = 6
Vic= Vii = 1 PL = 1
Veronderstelling: in tegenstelling met het in het theoretische
gedeelte gestelde, dat bij niet volledige inschakeling van kapi-
taal geen vervangingsinvesteringen nodig zijn, wordt nu veronder-
steld, dat in elke situatie voor de ingeschakelde produktiefacto-
ren 0 en V gelijk zijn aan een.
Oplossing:  Mcc = 1/2   Mci = 1/8  ac =3   ai =2- Appendix II
en (1.3.8)
Fic = 1/2   Mii = 3/4   Kc =8   Ki -7- t/m (1.3.11)
Aan de voorwaarden van het model is voldaan:
le voorwaarde (condities van Hawkins-Simon):
Mcc < 1(1/2); Fii   <   1(3/4)
1   -  iii i   , fci (1/2 > 1/4) (1.3.5)
Fic 1 - Mcc
-   -       -       -
a a. CL r a
2e voorwaarde: -z:c >-1 , dus--c·)-·i 3--i (1 >100 >1)    (1.3.6)
KC Ki KC   k Ki 300  6
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Se   voorwaarde:  3  >3,   dus  -9 3 1 3 (3 /8 > 109 > 2) (1.3.12)
KC   Ki      Kc   k Xi
300  7
Produktie: c = 120, cnetto = 20, cverv. = 100 -
. (1.3.1) t/m (1.3.4)
i = 320. inetto = 20. iverv. = 300
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Verklaring van de grafiek:
1) produktie in D: c = 133,3; i = 266,7
onderhoud resr. vervanging in D2: cverv. = 100; iverv. = 266.7
2) produktie in B: c = 85,7; i = 342,9
onderhoud resp. vervanging in 82: cverv. = 85,7; iverv. = 300
3) produktie in C: c = 120; i = 320
onderhoud resp. vervanging in £2: cverv. = 100; iverv. = 300.
Met volledige inschakeling van de produktiefactoren arbeid en
kapitaal   is de produkt ie  c  =  120  en   i  =  320   (punt C). Hoeveel
voor vervanging van de verbruikte eenheden nodig is, is uit de
gegevens direct af te leiden (I = 100; Occ = Oci = 1 dus
c     = 100; k = 300. Vic = Vii = 1, iverv. = 300) (zie punt E2).verv.
Bij de produktie in D is kapitaal overvloedig, omdat dan zoveel
mogelijk de arbeidsintensieve produktiemethode wordt toegepast.
De arbeiders zijn nog alle te werk gesteld (c = 100), ter-verv.
wij 1 s lechts 266,7 kapitaaleenheden produktief worden aangewend
(iverv· = 266,7). Voor de produktie in B is arbeid niet volledig
ingeschakeld vanwege de kapitaalintensieve methode van de i-pro-
duktie.
De lijnen van interne levering lopen evenwijdig met de i- en c-as.
De reden hiervan is. dat de vervanging van T en k in de c- en i-
industrie dezelfde is. Daarom is het bij volledige inschakeling
van arbeid (punt C en D van grafiek 9) niet van belang of meer c
dan wel meer i wordt geproduceerd, omdat het minimum levensonder-
houd bij deze twee produktieniveaus gelijk is. Hetzelfde geldt
voor de vervangingsinvesteringen bij C en B. De knik in de lijn
van de interne levering wordt verklaard door het overschot van
arbeid of kapitaal resp. in B en D (vergelijk grafiek 9 met gra-
fiek 5).
Voor de prijzen in dit voorbeeld is nu voor punt C gegeven:
pc = 6 en  PL= 1
dan geldt:  PR  = 3/8, pi = 37/8 -
-    -
PLc = PLi     = 7
- (1.3.22) t/m (1.3.27)
-     -
PRc = PRi     =5     -
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Tabel van middelen en bestedingen
volume x prijs = volume x prijs =
waarde waarde
arbeid : 100 x 7= 700 c-goederen : 120 x 6 =  720
kapitaal : 300 x 5= 1500 i-goederen : 320 x 37/8 = 1480
totaal 2200 totaal 2200
Cijfervoorbeeld 4
Gegevens en veronderstellingen: als cijfervoorbeeld 3 m.u.v.
0 =1 Oci = 1/2CC
Vic = 1/2 Vii = 1
Oplossing: Bcc = 1/2; Mci = 1/16; ac = 10/7; ai = 6/7
Mic = 1/4; /iii = 3/4;  Kc = 20/7; Ki = 26/7
Produktie bij volledige inschakeling van arbeid en kapitaal:
c = 120; c = 40netto
i = 320; i = 50netto
In het appendix II is voor de interne leveringen de volgende
formule afgeleid:
1)
c      - Occ 1 + (Oci - Occ) ai i (II,5)verv.
i      = Vic k + (Vii - Vic) Ki i (II,6)verv.
dus c - 80, i = 270.verv. verv.
1) (II,5): vergelijking 5 van appendix II.
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4. H e t dynamische model
In par. 2 werd uitsluitend aandacht besteed aan de factor arbeid
en de produktie van consumptiegoederen. Dit is realistisch in een
tijd waarin kapitaal overvloedig en de produktie van investerings-
goederen dus economisch niet verantwoord is. Vervolgens werd in
par. 3 het model uitgebreid door ook kapitaal als schaarse pro-
duktiefactor en i-goederen als eindprodukt in het model op te ne-
men. In feite   is het echter onmoge lijk de netto produkt ie   van   in-
vesteringsgoederen zinvol te verklaren zonder deze in verband te
brengen met de wenselijkheid van een uitbreiding van de kapitaal-
voorraad in een van de volgende perioden. De produktie en instal-
latie van investeringsgoederen houdt nl. in, dat deze eenheden de
beperkingen welke door de factor kapitaal aan het produktieproces
worden opgelegd, belnvloeden. Dit nu betekent dat voor een volle-
dige oplossing van het gestelde probleem een statisch model niet
voldoende   is.    Men  d ient   over te stappen  naar een dynamische   ana-
lyse, welke mogelijk wordt door het volgende model:
Mcc c (t) + Bci i (t) + cnetto (t) = c (t) (1.4.1)
Fic c (t) + Fii i (t) + inetto (t) = i (t) (1.4.2)
acc   (t) +  aii   (t) 4 1(t) (1.4.3)
KC C (t)+ xii (t) 6 k (t) (1.4.4)
Cnetto (t) =8 1 (t) (1.4.5)
inetto (t) =A k (t) (1.4.6)
gegeven T (to) en k (to). (1.4.7)
In de eerste vier vergelijkingen is dit model (m. u.v. de tijdsin-
dices) gelijk aan dat van par. 3 (zie (1.3.1) t/m (1.3.4)). Door
deze tijdsindices, m.n. in de vergelijkingen (1.4.5) en (1.4.6),
wordt het tijdselement geintroduceerd, maar toch is dit hier nog
beperkt, hetgeen o.a. uit het constant blijven van de materiaal-
en factorquoten blijkt.
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Het grote verschil van dit model met het voorafgaande is gele-
gen in de vijfde en zesde vergelijking.
Door deze vergelijkingen wordt aangegeven hoe de hoeveelheid ar-
beid en kapitaal zich in de tijd ontwikkelt. Relatie (1.4.5)
hande lt  over de groei  van het arbeidspotentieel,    (1.4.6)   over
het capaciteitsvermeerderend effect van nieuwe investeringen.1)
Hiervan zal eerst de laatste vergelijking behandeld worden.
De gedachte, dat investeringsgoederen, welke niet voor vervan-
ging van verbruikte kapitaaleenheden nodig zijn, de kapitaalvoor-
raad vergroten, is algemeen aanvaard in de economische theorie.
Deze nieuwe kapitaalgoederen kunnen per eenheid ofwel met een-
zelfde hoeveelheid arbeid als oude kapitaalgoederen gecombineerd
worden (breedte-investeringen), ofwel met minder arbeid (diepte-
investeringen; verandering van techniek). In vergelijking (1.4.6)
wordt impliciet geste ld,   dat alle investeringen breedte -investe-
ringen zijn. De i-goederen welke overblijven nadat aan de ver-
vangingsvraag met behulp  van  Mic  en Fii   (1.4.2) is voldaan,   zor-
gen er voor dat de vraag naar arbeid toeneemt. Als er na de ver-
vanging nog netto produktie is, zal nadat bijvoorbeeld in perio-
de t=0 het produktieproces afgewikkeld is, de verbruikte voor-
raad k (to) weer vervangen worden en zal met behulp van
inetto (to) =A k (to) een toename van de capaciteit ontstaan.
Ze wordt dus k (tl) =k (to) + A k (to).
Veelal neemt men in de modellen de veronderstelling op. dat er
een  bepaalde tijd nodig is ("gestation period"), voordat  de  i-
goederen produktief als kapitaal ingeschakeld zijn. Om het model
eenvoudig te houden is deze "lag" beperkt tot din periode.
Bij de bepaling van de andere dynamische relatie (1.4.5) is uit-
gegaan van een op de klassieke bevolkingstheorie gebaseerde ver-
onderstelling  van Von Neumann2), welke Allen aldus formuleert:
1) Capaciteitsvermeerderend wordt hier gebruikt in de zin van ver-
meerdering van de gelijktijdige produktiecapaciteit. De ver-
groting van de volgtijdige capaciteit, welke ontstaat door de
produktie van duurdere kapitaalgoederen met eenzelfde gelijk-
tijdige capaciteit  doch  met een langere levensduur,  blij ft
hier eenvoudigheidshalve buiten beschouwing.
2) J. v. Neumann, A model of General Economic Equilibrium, Review
of Economic Studies, vol. 13 pag. 1 t/m 9.
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" . . . . .  there  is no limit on the amounts of primary factors (land.
unskilled labour) available in the system ..... the services of
labour are an output against inputs consisting of the consump-
tion (in fixed proportions) of the commodities necessary to main-
tain (and, if necessary, to train) the workers„l). Zo ontstaat
een gesloten model "This is a closed model in which labour is
treated as a produced commodity and consumption as the raw
materials used up in the production of labour".21 De arbeiders,
welke bijvoorbeeld in de periode t=O t e werk gesteld zijn, krij-
gen het minimum levensonderhoud via Bcc en Mci. De consumptie-
goederen welke daarna nog overblijven, worden gebruikt als input
voor de "produktie" van nieuwe arbeidersa). Aansluitend   op  deze
gedachte, dat door de input van additionele consumptiegoederen
nieuwe arbeiders ingeschakeld kunnen worden in het produktiepro-
ces, is gesteld dat  cnetto (t) = 6 1 (t). Voor de arbeiders, die
reeds tewerk gesteld zijn, is het levensonderhoud in het model
opgenomen  in  (1.4.1)  (Mcc  en iici) ,
Het algemene model, zoals dat tot nu toe in deze paragraaf is
weergegeven, kan op verschillende wijzen worden verfijnd. Bepaal-
de veronderstellingen over de materiaal- en factorquoten en de
inschakeling van de produktiefactoren hebben invloed op het ver-
loop van het produktieproces. Om nu de verschillende veronderstel-
lingen, welke in de literatuur naar voren komen, systematisch in
het model weer te geven, zullen achtereenvolgens behandeld worden:
a) de ontwikkelingslijn van Leontief,
b) de voorwaarde van Georgescu-Roegen,
c) de analyse van Dorfman-Samuelson-Solow,
d) een model met autonome bevolkingsgroei.
1) R. G. D. Allen, Mathematical Economics, New York, 1956, pag. 603.
2) W.J. Baumol, Economic fheory and Operations Analysis, New York
1961, pag. 299.
3) In par. 4 d wordt de klassieke hypothese over de bevolkings-
groei vervangen door een andere.
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a) De ontwikkelingslijn van Leontief
In het bovenstaande is een algemeen groeimodel ontwikkeld. De
vergelijkingen, zoals deze in (1.4.1) t/m (1.4.7) gegeven zijn
bepalen echter de groei niet eenduidig. m. n. omdat in de verge-
lijkingen (1.4.3) en (1.4.4) de mogelijkheid is opengelaten dat
arbeid en kapitaal overvloedig zijn. In de theorie van Leontief
wordt nu dit model nader gedetermineerd. Als voorwaarde stelt hij,
dat de groei evenwichtig moet zijn, m. a.w. dat "alle volumir.a,
dus in ons voorbeeld de produktie van consumptie- en investe-
ringsgoederen, de beroepsbevolking en de kapitaalgoederenvoor-
raad ....., bij gelijkblijvende prijzen en beloningsvoeten expo-
nentieel groeien d.w.z. van jaar tot jaar met een constant per-
centage toenemen".1  Evenwichtige groei impliceert dus vooreerst
dat arbeid en kapitaal steeds volledig benut moeten worden. Dit
kan worden weergegeven door de transformatiefunctie van arbeid
en kapitaal met een gelijkteken te schrijven (zie (1.4a. 3) en
(1.4a.4)). Naar analogie van (1.4.1) en (1.4.7) wordt het model
nu:
Bcc c (t) + /ici i (t) + cnetto (t) = c (t) (1.4a. 1)
Mic c (t) + Bii i (t) + inetto (t) = i (t) (1.4a.2)
Rc c (t) + Si i (t) = 1 (t) (1.4a.3)
f c (t) + Ki i (t) = k (t) (1.4a. 4)
Cnetto (t) =8 1 (t) (1.4a.5)
inetto (t) =A k (t) (1.4a.6)
gegeven I (to).
1) F. de Roos en D.B.J. Schouten, Groeitheorie, Haarlem 1960,
pag. 50.
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De drie condities van par. 3
De  voorwaarde van volled ige benutt ing van arbeid en kapitaal   im-
pliceert dat de condities welke in par. 3 werden ontwikkeld,
zijn vervuld (de condities van Hawkins-Simon, de conditie be-
treffende verhouding van produktiefactoren en directe factorquo-
ten en de conditie betreffende de verhouding van produktiefacto-
ren en gecumuleerde quoten). Alleen dan zullen de transformatie-
lijnen van arbeid en kapitaal elkaar snijden in het vlak, dat be-
grensd wordt door de lijnen van Hawkins-Simon, zodat, met volle-
dige inschakeling van de produktiefactoren, aan de onderhouds-
c.q. vervangingsvraag voldaan kan worden en netto produktie van
c en i gewaarborgd is.
De verhouding van arbeid en kapitaal in de beginperiode
Uit de groeivergelijkingen (1.4a. 5) en (1.4a.6) kan nu nog een
andere voorwaarde worden afgeleid, welke een extra beperking op-
legt aan de verhouding van arbeid en kapitaal. Deze afleiding
kan het gemakkelijkst geschieden als de materiaalquoten en di-
recte factorquoten worden vervangen door de gecumuleerde factor-
quoten. Het model wordt dan:
ac cnetto (t) + ai inetto (t) = 1 (t) (1.4a.7)
KC Cnetto (t) + Ki inetto (t) = k (t) (1.4a. 8)
Cnetto (t) =8 1 (t) (1.4a. 9)
inetto (t) =S k (t) (1.4a. 10)
of
ac {1 (t + 1) - 1 (t)} + ai {k (t + 1) - k (t)} = 1 (t)  (1.48.11)
KC {1 (t + 1) - 1 (t)} + Ki {k (t + 1) - k (t)} = k (t)  (1.48.12)
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Zoals in appendix 111 (zie (111,6)) wordt afgeleid, moet bii een evenwich-
tige groei in de beginperiode gelden:
I (to) -                    2 ai (1.4a. 13)
k (to)      -  ac  + xi  + V (ac  + Ki)2  -  4  (ac  Ki  -  ai  Kc)
Kon dus in par. 3 de verhouding tussen de hoeveelheden arbeid en kapitaal
-
a                  a.
lussen bepaalde grenzen schommelen (bliv. •Kc <.1- <-L)    in deze vierde
c   k  Ki  
1 beperking wordt gesteld, dat slechts ien verhouding de ideale" is. Dan
 
alleen kan er evenwichtige groei ziin.
, Hierbij kan men zich afvragen of het systeem dat in de beginpe-
i riode niet deze ideale verhouding heeft, automatisch tendeert
naar een evenwichtige ontwikkeling. Deze vraag zal later verant-
woord worden (zie o. a. par. 4 b).
De groeifactor
Mathematisch kan voor het stelsel differentievergelijkingen
(1.4a. 11) en (1.4a. 12) een algemene oplossing worden bepaald. De
ze algemene oplossing is echter niet de ideale oplossing, want
zij impliceert nog geen evenwichtige groei A la Leontief. Uit-
gaande van de hypothese, dat er een toename is van de consumptie-
goederen- en investeringsgoederenproduktie, dus van het aantal
arbeiders en kapitaaleenheden in de loop van de tijd, wordt door
Leontief gesteld, dat in een evenwichtige groeisituatie arbeid
en kapitaal met hetzelfde percentage moeten toenemen.
Evenwichtige groei impliceert dus:
- groei van de produktiefactoren arbeid en kapitaal door netto
produktie van zowel c- als i-goederen: de lijnen van Hawkins-
Simon vallen niet samen (zie grafiek 8),
- een constant en voor arbeid en kapitaal gelijk groeipercentage:
8 1(t) =A k (t)
1 (t) k (t)
- volledige benutting van het arbeidspotentieel en de kapitaalgoe-
derenvoorraad. Dan alleen is de voortbrenging van c- en i-goe-
deren economisch verantwoord.
In appendix III is, uitgaande van de eisen welke Leontief aan dit
dynamisch model stelt, de groeifactor bepaald. Met behulp van de-




  1+ 2 (ac Ki  - ai Kc)
(              ap   +   Ki    -    \/(ac   +   Ki )2   -   4    (ac   Ki   -   ai   Kc )   t
(1.4a.16)
k  (t)  =k  (to) 1 1 +   c
r    a  + Ki - \ (ac + Ki)2 - 4 (ac xi - ai Kc)lt
2     (ac   Ki    -   ai    Kc)                                     J
(1.4a. 17)
Conclusie
Uit de resultaten van appendix III, zoals deze  in het vooraf-
gaande zijn weergegeven blijkt, dat de definitie van "evenwich-
tige groei" bepaalde verstrekkende gevolgen heeft. Groei h la
Leontief is alleen mogelijk als in de beginperiode de hoeveelhe-
den arbeid en kapitaal in een bepaalde verhouding in het produk-
tieproces worden ingeschakeld.   Na de condities, welke   in  de  voor-
afgaande paragrafen werden afgeleid en welke kunnen worden samen-
gevat in de derde conditie betreffende de verhouding van de pro-
duktiefactoren en de gecumuleerde quoten, is deze vierde beper-
king zeer stringent. Slechts 66n verhouding tussen arbeid en kapi-
taal maakt het mogelijk een groei A la Leontief te effectueren.
Als deze verhouding aanwezig is, zal de relatieve toename van be-
roepsbevolking gelijk zijn aan die van de kapitaalgoederenvoor-
raad. Steeds is er dan full employment en volledige benutting van
kapitaal. De groei van de factor kapitaal wordt mogelijk door de
produktie van i-goederen. welke als breedte-investeringen de
vraag naar complementaire arbeid vergroten. Door de produktie van
consumptiegoederen   groe it de beroepsbevolking.
De belangrijke vraag kan gesteld worden of de derde en vierde
conditie, d.w.z. volledige inschakeling van de produktiefactoren
6n evenwichtige groei niet met elkaar in strijd zijn. De derde
voorwaarde luidde -5 SI#31     (zie   (1.3.12)  en (1.3.13)). terwij 1
KC - k    Ki
de zo juist afgeleide vierde conditie luidt:
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1 (to) 2 ai
=                                                 (1.4a.13)
k   (to)        -  ac   +   Ki   +  V  (ac   +   xi)2   -  4   (ac   Ki   -ai   Kc)
Wiskundig is gemakkelijk te bewijzen, dat deze laatste verhou-
a               a.
ding van arbeid en kapitaal gelegen is tussen die van -5 en -1 .
KC    Ki
De genoemde condities zijn dus niet met elkaar in strijd. De
vierde beperkt de factorverhouding tot 66n punt uit het vlak van
de mogelij kheden,   we 1ke   in de derde voorwaarde worden aangegeven.
Zoals bij de behandeling van de groeifactor naar voren gebracht
is, zal, als aan de voorgeschreven verhouding van de produktie-
factoren in de beginperiode is voldaan, de toename van arbeid en
kapitaal evenwichtig zijn. Kwantitatief is de algemene groeivoet,
zoals uit de vergelijkingen (1.4a. 16) en (1.4a.17) blijkt, per
periode gelijk aan
ac   +   Ki       -    (ac   +   Ki )2   -   4    (ac   xi    -  ai   Kc)
2 (ac Ki - ai Kc)
x 100 %.
Voor de theorie, welke uitgaat van complementariteit tussen de produktie-
factoren en een constant technisch kunnen, is in de voorafgaande para-
grafen de invloed van de techniek op de produktie en op de priizen naar
voren gebracht. Thans bliikt hoe sterk ook de invloed van de techniek in
de dynamische theorie is. Zowel de vierde conditie over de verhouding van
de hoeveelheden arbeid en kapitaal in de beginperiode, als de groeivoet
Ziin gedefinieerd met behulp van technische co6ffici inten.
De prijzen
Ook in de prijsstructuur treedt in dit dynamische model een ver-
andering op. Voor elke periode gelden thans bepaalde prijzen. zo-
dat er naast p (t) ook p (t + 1) is.
Het produktieproces werkt in de beginperiode (to) met kapitaal en
arbeid. Met behulp van de gegeven hoeveelheid arbeid en kapitaal
ontstaat na de produktie van c en i en de vervangingnetto netto
van de verbruikte eenheden een groter aantal eenheden 1 en k in
de volgende periode. Stelt men nu dat zowel de prijs van de eind-
produkten als die van de produktiefactoren in de loop der jaren
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gelijk blijven, dan is bijvoorbeeld de prijs van 6dn eenheid c
in (t) gelijk aan die in (t + 1). Algemeen dus
Pc (t) = Pc (t + 1) (1.4a. 18)
Pi (t) = Pi (t + 1) (1.4a. 19)
PL (t) = PL (t + 1) (1.4a. 20)
PR (t) = PR (t + 1) (1.4a. 21)
Het is nu alleen verantwoord de produktiefactor in een bepaalde
periode  aan te kopen  en   in te schake len   (dus  niet  met de inscha-
keling te wachten tot de volgende periode) als naast het onder-
houd   in   fe ite ook rendement   over   het ge investeerde   ge ld wordt
ontvangen. Als men het onderhoud van idn eenheid arbeid in (t)
op een eenheid c stelt en de vervanging van 66n verbruikte kapi-
taaleenheid op 6dn i, is de reproduktiewaarde van arbeid in (t)
gelijk aan Pc (t) en de vervangingswaarde van 66n eenheid kapi-
taal aan pi (t). In beide industriedn gelden dan dezelfde onder-
houdskosten en vervangingskosten, omdat onderhoud c.q. vervan-
ging in elke industrie gelijk is.
Daar verder steeds verondersteld is, dat arbeid homogeen is, is
substitutie  van deze factor tussen de produktieprocessen mogelij k
en   is de meerwaarde,   we 1ke uitgaat boven de kosten van levenson-
derhoud, overal gelijk. Hetzelfde geldt voor kapitaal. De bruto
opbrengst per arbeider, opgebouwd uit kosten voor levensonder-
houd en meerwaarde, is dus overal gelijk: Ac = ELi = 4. Zo is
PRc = PRi = PR·
Uit (1.3.24) t/m (1.3.27) volgt bij de gegeven veronderstellin-
gen:
PL (t) = PL (t) + pc (t) (1.4a. 22)
PR (t) = PR (t) + Pi (t) (1.4a. 23)
De bruto opbrengstwaarde   van  arbe id en kapitaal   is   m. a. w. hoger
dan de reproduktiewaarde c.q. vervangingswaarde, omdat het an-
ders niet denkbaar is dat men arbeid en kapitaal vermeerdert.
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Als evenwichtsvoorwaarde voor een evenwichtig priissysteem geldt nu, dat
het redle rendement voor beide produktiefactoren geliik moet ziin, d.w.z.
dat de opbrengstwaarde van arbeid gedeeld door de reproduktiewaarde niet
mag a fwi iken  van de opbrengstwaarde van kapitaal gedeeld door de waarde
van de vervanging van de verbruikte eenheid.
Dit is logisch: als alle meerwaarde wordt gebruikt voor vermeer-
dering van arbeid en alle meerwaarde van kapitaal voor de ver-
meerdering van kapitaal, dan moeten de desbetreffende rendemen-
ten aan elkaar gelijk zijn. Dan alleen kan er sprake zijn van
een evenwichtige groei van de produktiefactoren:
k (t) PR (t) = i (t) pi (t) =A k (t) pi (t)netto
1 (t) PL (t) = cnetto (t) Pc (t) =6 1 (t) Pc (t)
A k (t) 6 1 (t) PR (t) PL (t)
als dus         =         dan is - =.-.
k (t) 1 (t) Pi (t) pc (t)
Definieert men het bruto feitelijk rendement als
-       -
PR (t) _ PL (t)- - =r (1.48.24)
Pi (t) Pc (t)
dan volgt uit (1.4a.22) t/m (1.4a.24)
-
r Pc (t) = PL (t) + Pc (t) PL (t) = (r - 1) Pc (t)
· of
r Pi (t) = PR (t) + Pi (t) PR (t) = (r - 1) Pi (t)
Analoog met (1.3.28) en (1.3.29) geldt bovendien:
Pc (t) = ac PL (t) + Kc PR (t) (1.4a.25)
Pi (t) = ai PL (t) + Ki PR (t) (1.4a.26)
Derhalve is:
PL (t) = (r - 1) {ac PL (t) + Kc PR (t)} (1.4a. 27)
PR (t) = (r - 1) {ai PL (t) + Ki PR (t)} (1.4a.28)
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Kiest men de eenheid arbeid zodanig dat PL (t) = 1, dan kan uit
(1.4a.27) en (1.4a.28) het netto rendement worden  afge leid:
r-1- ac +K i t  ( -a c- Ki)2 -4 (ac Ki -a i Kc)
2 (ac Ki - ai Kc)
Rekening houdend met (1.4a.16) en (1.4a. 17) en met de stelling
dat het bruto rendement 1 hoger is dan het netto rendement is:
r=1+ C 1a  + K. -  (ac + Ki)2 - 4 (ac Ki - ai Kc) (1.48.29)
2 (ac Ki - ai Kc)
Het bruto rendement (r)  en de groeifactor (p)  ziin bli ikbaar aan elkaar ge-
lilk  als de totale netto produktie gebruikt wordt  voor de vermeerdering  van
de produktiefactoren.
Bij   een groe ivoet van bijvoorbee ld   4  %   is het netto rendement   van
de produktiefactoren ook 4 %. In een stationaire toestand wordt
er geen rendement gemaakt, terwij 1  bij een teruggang  r<1   is.
Met de conclusie, welke Von Neumann uit zijn modell) trekt:
"The interest factor and the coefficient of expansion of the
economy are equal and uniquely determined by the technically pos-
sible processes", kan men het nu. onder de gegeven hypothesen vol-
ledig eens zijn.
Het was de bedoeling het specifiek karakter van deze hypotheses
scherp in het licht te stellen. M. n. de bevolkings- en spaartheo-
rie, waarop dit model gebaseerd is, zijn ver van de realiteit ver-
wijderd.
Het gereduceerde model
Gedefinieerd in gecumuleerde quoten wordt het model nu:
Af           li.Vtac{l (t +1) -1 (t)}+ ai{k (t +1) -k (t)}=1 (t)- (1.4a. 11)
KC {1 (t + 1) - 1 (t)} + xi {k (t + 19 - k (t)} = k (t)  (1.48.12)
1) J. v. Neumann, Review of Economic Studies, vol. 13, pag. 8.
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PL (t) r (r - 1) {ac PL (t) + Kc PR (t)} (1.ta.27)
PR (t) - (r - 1) {ai PL (t) + Ki PR (t)} - (1.4a. 28)
De voorwaarde van evenwichtige groei is:
1 (to) 2 ai
(1.4a. 18)=
k   (to)         -  ac   +   Ki   +    /(ac   +   Ki)2   -  4    (ac   Ki   -  ai   Kc)
De groeifactor en het bruto rendement zijn:
p=r =1+ac+Ki -\11'(ac+Ki)2 -4 (ac Ki-ai Kc)
2 (ac Ki - ai Kc)
(1.4a. 16), (1.4a.17) en (1.4a.29)
Cijfervoorbeeld 5
Gegeven     :   Ec     =  3 /5 ai  = 7/20
KC       = 3/5 Ki  = 1/5
Occ = 1 Oci = 1
Vic = 1 Vii = 1
1 (to) = 110 PL (t) = 1
Gevraagd : de grootte van k (to), waarbij een evenwichtige groei
mogelijk is;
de groeifactor, het bruto rendement en de prijzen;
de tabel van de middelen en bestedingen.
Oplossing: ac = 69/11 ai = 35/11
KC = 60/11 Ki = 29/11
(zie (1.3.8) t/m (1.3.11)).
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T (to) _ 2 ai- -                                                = 7/6
k (to)   - ac + Ki +  (ac + xi)2 - 4 (ac Ki - ai KC)
(1.48.13)
dus k (to) = 94 2/7
p=r=1+ ac + Ki -  (ac + Ki)2 - 4 (ac Ki - ai Kc)= 10/9
2 (ac Ki - ai Kc)
(1.4a. 16), (1.48.29)
-                     -
PL (t) = 10 PR (t) = 5
PL (t) = 1 PR (t) = 1/2
Pc (t) = 9 Pi (t)
= 4 1/2
Tabel van middelen en bestedingen
(de  bestedingen   in t leveren de midde len  op  in   (t  +  1))
to                            tl
Middelen
1 (to) x Pc (to) i 1 (tl) x Pc (tl) i
110 x 9 = 990,0 10/9 . 110 . 9 = 1100,0
k (to) x pi (to) i k (tl) x Pi (tl) i
94 2/7 x 4,5 - 424,3 10/9    .     94    2/7    .     4,5    =       4 7 1,4
subtotaal 1414,3 subtotaal 1571,4
A y (to) (abs. rendement)
1/9 x 1414,3 157,1
1571,4
Bestedingen
C (to) X Pc (to) =
122 2/9 . 9 = 1100, 0
i (to) x Pi (to) =
104 16/21 . 4 1/2 =  471,4
1571.4
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Grafiek 10. Cijfervoorbeeld 5.
C (t)
1100
liin van evenwichtige groei van Leontief6
1100             MI            r  / 2200 1100 j
7                                  M2         6 -(24-  ,  3  J
C
110 -               -
I transformatielijn van kapitaal
transformatielijn van arbeid
0 660 2200 3300   i(t)
7                              7                    7
Toelichting op grafiek 10:
In de grafiek blijkt de rechte lijn van de oorsprong naar het
22 00 _ 1100punt   (i   - - ,   c   -  -)   door   het   punt (i CVerv.) te gaan.
21         9                    verv.•
Zo wordt weergegeven, dat de verhouding van de benodigde hoeveel-
heid consumptie- en investeringsgoederen voor vervanging van de
verbruikte produkt iefactoren  ge lij k   is   aan  die   van de hoevee lhe -
den welke gebruikt worden om arbeid en kapitaal uit te breiden.
Steeds zal de verhouding van arbeid en kapitaal gelijk blijven
aan die van de beginperiode (zie: (1.4a. 13)). omdat de relatieve
toename van arbeid en die van kapitaal per periode geli j k is: zie
(1.4a. 16) en (1.4a. 17).
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b) De voorwaarden van Georgescu-Roegen
Inleiding
De voorwaarden welke in par. 4a ontwikkeld zijn,  zijn zeer strin-
gent. De technische coafficianten bepalen de noodzakelijke ver-
houd ing tussen de hoeveelheden arbeid en kapitaal  in de periode
t 0.
Alleen bij een ideale uitgangssituatie zal deze verhouding aanwe-
zig zijn en is er van evenwichtige groei h la Leontief sprake.
In navolging van een artikel van Georgescu-Roegen in "Activity
1)Analysis of Production and Allocation"   (ed. Tj.C. Koopmans)
zal nu de mate van abstractie in het dynamische model worden
beperkt. Thans wordt alleen ge6ist dat arbeid en kapitaal in de
beginperiode volledig ingeschakeld zijn, zodat slechts aan drie.
c*'  .
eerder geformuleerde, voorwaarden voldaan behoeft te worden.   De
i>tierde samenvattende voorwaarde bepaa lde,   dat de verhoud ing  van
F,   (\      arbe id en kapitaal moet liggen tussen de verhouding  van de gecumu-
-li M leerde quoten  van de arbeidsintens ieve  en  die  van de kapitaalin-
47 a
tensieve techniek (zie o. a. (1.3.12) en (1.3.13)). De in het dy-
namische model van Leontief ontwikke lde vierde voorwaarde   (zie
\\--
(1.4a. 13)) vervalt dus.
Uitgaande van full employ/ent en full capacity in de beginperio-
de wordt in dit onderdeel van deze paragraaf een groeimodel ont-
wikkeld. Bij de bespreking zal echter blijken dat in de loop van
l
de tijd de eis van volledige inschakeling van de produktiefacto-
ren niet gehandhaafd kan worden. Wel wordt ook hier gesteld dat
1
door netto c-goederen het arbeidspotentieel en door uitbreidings-
investeringen de kapitaalgoederenvoorraad toeneemt. Het probleem
,   onder  we 1ke voorwaarden dan werklooshe id of kapitaaloverv loed   kan
ontstaan, zal hier speciale aandacht krijgen.
Als echter arbeid of kapitaal absoluut overvloedig wordt, zal aan
de voorwaarde, dat de verhouding van arbeid en kapitaal moet lig-
gen tussen de verhoudingen van de gecumuleerde quoten (3e voor-
waarde). niet meer kunnen worden voldaan. Toch is dit een eis wel-
ke ook in dit model gehandhaafd moet worden, omdat anders de pro-
duktie van c of i te laag zal zijn om de vervanging van de ver-
bruikte eenheden te kunnen garanderen. Voortzetting van de pro-
1) pag. 116 - 131.
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.
duktie volgens het bestaande systeem is dan, zoals zal blijken,
onmogelijk. Daarom moeten de produktiefactoren op een andere
wijze worden aangewend. Alle netto produktie dient dan gericht
te worden op die produktiefactor, welke tijdens de groei achter-
gebleven is. Is bijvoorbeeld arbeid te sterk toegenomen dan zal
de netto produktie alleen uit investeringsgoederen bestaan. Het
''
 
model wordt dus gewijzigd. v66r en na het moment, waarop een
factor relatief overvloedig dreigt te worden, gelden andere pro-
duktieregimesl).
Om het omslagpunt van het ene regime naar het andere exact vast
te stellen, is het nodig te werken met differentiaalvergelijkin-
gen d.w.z. met oneindige kleine tijdseenheden. De omslag komt
nl. reeds als overvloed dreigt te ontstaan. Bij een lange pro-
duktieperiode kan er, hoewel er in het begin van de periode van
overvloed nog geen sprake is, door een hoge produktie tijdens
het proces, na afloop grote overvloed van 6dn factor zijn. Kiest
men echter kortere periodes dan zal het produktieresultaat per
periode lager zijn, zodat een dreigende overvloed direct gesig-
naleerd wordt.
Het model
Uitgangspunt van de analyse is het volgende model (zie (1.4a. 1)
t/m (1.4a. 6)):
Fcc c (t) + Bci i (t) + cnetto (t) = c (t) (1.4b.1)
Mic c (t) + Fii i (t) + inetto (t) = i (t) (1.4b.2)
acc (t) + ai i (t) = T (t) (1.4b.3)
KC C (t) + Ki i (t) = k (t) (1.4b.4)
d 1
Cnetto (t) = BE (1.4b.5)
21
,
inetto (t) = -ir (1.4b.6)
Gegeven: T (to) en E (to).
,.
1) In navolgingvan de moderne fysica duidt Georgescu-Roegen het
verschijnsel aan met het woord "relaxation".
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Randgevallen
Voordat   op de ontwikke lings lijn van Georgescu-Roegen wordt   inge -
gaan, zullen eerst, in navolging van het eerder gec iteerde arti-
kel, enkele randgevallen worden behandeld:
1 - Fii < BC i (1.4b.7)1)
Mic 1 - Mcc
Zoals bij de behandeling van de condities van Hawkins-Simon is
uiteengezet (zie (1.3.5)), houdt deze verhouding van de mate-
riaalquoten in, dat voor de onderlinge levering meer produkten
nodig zijn dan in het produktieproces worden voortgebracht. De
hoeveelheid arbeid en kapitaal zal daarom afnemen.
2)    1    -  Fi
i FC i
=                                             (1.4b.8)Fic 1 - Bcc
Het produktiegebied, dat begrensd wordt door de lijnen, welke
door de condities van Hawkins-Simon worden bepaald, wordt nu
beperkt tot een lijn. Slechts als het snijpunt van de transfor-
matielijn van arbeid en kapitaal samenvalt met de lijn
.'
Bci 1    -   iii i
C (t) = i (t) = i (t) (1.4b.9)
1 - Bcc Mic
is volledige inschakeling van arbeid en kapitaal mogelijk. Dit
houdt in dat
T (to)   dc Mci + ai (1 - Mcc)
(1.4b.10)
k (to )   KC kici + Ki (1 - Mcc)
Hier is uitsluitend sprake van reproduktie van verbruikte ka-
pitaal- en arbeidseenheden. De voorraad produktiefactoren
neemt   toe   noch af (statisch evenwicht).   Er   is geen meerwaarde.
Men heeft hier te doen met het eenvoudige reproduktieschema,
zoals dat door Marx werd opgesteld.
Indien echter in de beginperiode din van de produktiefactoren
overvloedig zou zijn. zal er w.9-nneer_alleen die hoeveelheden
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f
produktiemiddelen voor onderhoud_c· q· vervanging in aanmer-
 ng--ko n welke produktief zijn, door slijtage van de over-
vloedige factor na een bepaalde tijd evenwicht ontstaan. De
113 n,   waarlangs de ontwikkeling  naar dat evenwicht verloopt,
is de transformatielijn van de schaarse factor.
3) 1 - Fii ,
Fc i
en   ac  :  Kc  = ai  :  ki    (1.4b. 11)
Fic 1 - Mcc
Onder deze veronderstelling zullen de transformatielijnen van
arbeid en kapitaal, ofwel evenwijdig lopen, ofwel samenvallen.
In het eerste geval is kapitaal of arbeid overvloedig, ter-
wijl in het tweede geval de keuze tussen c en i, dus de toena-
me van 1 en k, niet te bepalen is. Een aanvullende vergelij-
king, bijvoorbeeld een specifieke spaarfunctie, is dan nodig
om het model  af te ronden.   In vele macro-economische  mode 11en
bijv. in dat van Ricardo, wordt impliciet met deze derde hy-
pothese gewerkt. Vele moeilijkheden worden dan echter ten on-
rechte omzeild.
De algemene oplossing
Ziet men van deze uitzonderingsgevallen af en veronderstelt men
dus dat
1    - lili Bci
Fic            >     1      -   Fc c             en            ac     :      Kc   f   ai     :     Ki
dan is het vergelijkingenstelsel (1.4b. 1) t/m (1.4b.6) naar ana-
logie van het dynamisch model van Leontief (zie (1.4a. 11) en
(1.4a. 12)) met behulp van gecumuleerde factorquoten terug te
brengen tot:
dl     dk
ac  HE   +  ai  HE  =   1 (t) (1.4b. 12)
dl     dk
KC    HE     +    Ki   IRS   =    k (t) (1.4b. 13)
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.
Zoals in appendix III (zie (III,14) en gII,15)) is weergegeveit,
is de oplossing van dit stelsel:
plt       P2t
1 (t) = Al e +A e (1.4b. 14)2
Plt      P2t
k(t)=B e +B e (1.4b. 15)2
Hierbij is (zie (III.13), (III, 16) t/m (III,19)):
- 2 ai k(to) + {- ac + Ki + 1/1 (ac + Ki)2 - 4  (ac Ki -ai Kc)} 1(to)A  =
1
2 '  (ac + Ki)2 - 4 (ac Ki - ai Kc)
2 ai k(to) + {ac - Ki +' (ac + xi)2  - 4  (ac Ki -ai,%)} T(to)
A2=
2   (ac + Ki)2 - 4 (ac Ki - ai Ke)
{ac - Ki + \/(ac + Ki)2 - 4 (ac xi - ai Kc)} k(to) - 2 Kc T(to)B  =
1
2     (ac   +   xi)2   -   4    (ac   Ki    -   ai   Kc)
C- ac + Ki +  (ac + Ki)2 - 4 (ac Ki - ai Kc)} k(to) +2 Kc 1(to)B  -
2
2    \/ (ac   +   Ki)2   -   4    (ac   Ki    -   ai   Kc)
ac + Ki + V/(ac + Ki)2 - 4 (ac Ki - ai Kc)
pl =
2 (ac Ki - ai Kc)
ac + Ki -  /(ac + Kl)2 - 4 (ac Ki - ai KC)
P2 -
2 (ac Ki - ai Kc)
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Afhankelijk van de variabelen A, B en p doen zich twee mogelijk-
heden voor. Welke mogelijkheid in feite gerealiseerd wordt,
hangt als T (to) en k (to) gegeven zijn, af van de verhouding
van de factorquoten.
le Mogelijkheid: stabiel evenwicht
Als ac Ki < ai Kc d.w.z. wanneer de c-industrie meer kcpitaal per eenheid
eist dan de i-produktie en i arbeidsintensiever wordt geproduceerd dan c,
ontstaat er een stabiel evenwicht.
Nu is
dc + Ki +  (ac + Ki)2 - 4 (ac Ki - ai K.)
Pl= <0
2 (ac Ki - ai Kc)
 2 = ac + Ki -  V'(ac + Ki)2 - 4 (ac Ki - ai Kc) > 0
2 (ac Ki - ai Kc)
Afhankelijk van de verhouding tussen 1 (to) en k (to) blijft,
het systeem of voortdurend in evenwicht, nl. als ook hier di-




k (to)   - ac + Ki +    (ac + Ki)2 - 4 (ac Ki - ai KC)
(d. i.   de   voorwaarde  voor een onmidde 11 ij ke evenw icht ige   groe i
van Leontief) of het tendeert automatisch naar dit evenwichtl).
1) e lt nadert uiteindelijk tot 0. Zodoende wordt dus i--TET =
A  e 2t   A
2
=  2  = constant (zie (1.4b. 14) en (1.4b. 15)).
B           f2 t              .82
2
p2 is uiteindelijk de stabiele groeifactor.
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Tijdens deze ontwikkeling zal arbeid en kapitaal steeds volle-
dig ingeschakeld blijven, indien in de beginsituatie aan de der-
de, reeds toegelichte, voorwaarde voldaan wordt, nl.
ac    <     1      (t o)     <    al
KC   k (to)   Ki
Graf iek  11.    De ontwikkeling volgens Georgescu- Roegen,
als   Cl    X ·    <   06 ·  ]CC' IC
C (t)
1  (t + 1)
transformatielitn
van arbeid








k (t + 1)
Zoals in grafiek 11, door de gestippelde groeilijn is weergege-
ven, za] het snijpunt van de transformatielijnen in de loop van
de tijd tenderen naar de lijn van de evenwichtige groei van
Leontief. Ook wanneer in de beginsituatie het snijpunt van de
transformatielijnen onder de evenwichtslijn ligt, zal deze ont-
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wikkeling zich voordoen. De economische verklaring voor deze
tendentie naar een evenwichtige groei luidt als volgt: Het uit-
gangsrunt, nl. ac xi < ai Kc• houdt in dat de consumptiegoederen-
industrie relatief arbeidsextensief is. de i-produktie daarente-
gen relatief arbeidsintensief. De c-produktie ]eidt verder, in
de gegeven veronderstellingen. tot vergroting van het arbeidspo-
tentieel (zij kan dus als het ware gezien worden als "produktie"
van arbeid), terwijl de produktie van i-goederen uiteraard de
kapitaalgoederenvoorraad verhoogt.
Is nu in de beginperiode de hoeveelheid arbeid relatief groter
dan voor produktie op de evenwichtslijn nodig is, dan zal, bij
volledige aanwending  van  arbe id en kapitaal, de arbeidsintensie-
ve techniek ook relatief meer worden toegepast. De relatief ar-
beidsintensieve techniek echter wordt toegepast in de i-indus-
trie. Derhalve zal de produktie van kapitaalgoederen hoger zijn
dan  op de evenw ichtslijn van Ieontief. De voorsprong  van  de   fac-
tor arbeid wordt aldus kleiner, zodat er een ontwikkeling is naar
de ideale verhouding van arbeid en kapitaal.
Hetzelfde geldt als kapitaal in de beginperiode relatief over-
vloedig is t.o.v. arbeid. De kapitaalintensieve techniek, d.w.z.
de  produktie  van de consumrtiegoederen,   te  zien als "produkt ie"
van arbeid, zal dan de voorkeur hebben, zodat er relatief reer
arbeiders dan kapitaalgoederen aan de voorraad produktiefactoren
worden toegevoegd. Dit zal voortgaan, totdat wederom de evenwich-
tige verhouding tussen arbeid en kapitaal is bereikt. Daarna zal
de verhouding tussen c- en i-produktie niet meer veranderen. De-
ze verhouding is dan zodanig, dat de relatieve toename van ar-
beid en kapitaal evenmin verandert. Zowel de produktieverhouding
als de beschikbaarheidsverhouding van de produktiefactoren is
dan in overeenstemming  met  die  van  de   lijn van evenwichtige  groe i
van Leontief.
2e Mogelijkheid: onstabiel evenwicht
Als i kapitaalintensiever gerroduceerd wordt dan c en c arbeids-
intensiever is dan i, dus als ac Ki > ai Kc is
ac + Ki +  (ac + Ki)2 - 4 (ac Ki - ai *c) > OPl .
2 (ac Ki - ai Kc)
il
 2  -  ac   +   Ki   -     (ac   +   Ki )2   -  4   (ac  Ki   -  ai   Kc)   ,   0
2 (ac Ki - ai Kc)
De beide exponenten van e in (1.46.14) en (1.46.15) ziin dus positief. Dit
betekent, dat er een labiel dynamisch evenwicht is: de ene produktiefac-
tor breidt zich uit ten koste van de andere, totdat de laatste geheel ver-
dwenen is. De verklaring hiervoor is, dat bii een relatieve overvloed van
arbeid in de beginperiode de arbeidsintensieve techniek, d.w.z. de pro-
duktie van c-goederen uitgebreid wordt, zodat door de hierdoor gelnduceer-
de toename van arbeid het arbeidspotentieel nog groter wordt ten koste
van de produktiefactor kapitaal. Indien daarentegen kapitaal overvloedig
is, wordt bii de gegeven verhouding van de produktiecoafficianten de pro-
duktie van investeringsgoederen gestimuleerd, waardoor kapitaal nog over-
vloediger wordt.
Een dergelijke ontwikkeling zou inhouden, dat na een bepaalde
tijd niet meer aan de drie voorwaarden wordt voldaan, welke in de
vorige paragraaf ontwikkeld zijn (de condities van Hawkins-Simon,
de voorwaarde betreffende de verhouding van produktiefactoren en
directe factorquoten en de voorwaarde betreffende de verhouding
der produktiefactoren en de gecumuleerde quoten).
Het overschrijden van de derde samenvattende voorwaarde betekent
bij een te groot arbeidspotentieel, dat
1__Ct) >-c als ac Ki > ai '<c· In grafiek 12 wordt deze situatie
k (t)   Kc
1 (t, - acbereikt direct na het punt A. (In A geldt uiteraard:
E--t:El - -22 )
Op dit moment ontstaat een situatie van absolute arbeidsover-
vloed. De ontwikkeling naar het punt A toe steunde mede op de
veronderstelling van gedurige volledige inschakeling van alle pro-
duktiefactoren, hetgeen dus inhoudt dat de door de netto c-pro-
duktie geinduceerde toename van arbeid telkens weer in zijn ge-
heel in het produktieproces kon worden ingeschakeld en dat de te-
werkgestelde arbeiders hun minimum levensmiddelenpakket kregen.
Blijft men echter vasthouden aan de gestelde voorwaarde betref-
fende de verhouding der produktiefactoren ten opzichte van die der
gecumuleerde quoten, nl. 1-*1 6 -2. m. a.w. laat men de voorwaarde
K (t)   KC
van netto produktie en onderhoud van de tewerkgestelde arbeiders
prevaleren boven de veronderstelling van volled ige inschake ling
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van de produktiefactoren dan zal blijken, dat het produktieregi-
me gnat veranderen. In dit geval zal de groeilijn de lijn Ml wel
raken (punt A) doch niet snijden. Door de botsing met de lijn El
komt er in punt A een breuk in de ontwikkeling. Het gedeelte
v66r A wordt door andere wetten beheerst dan het gedeelte er na.
Dit tweede regime zal thans nader worden beschreven.
Grafiek 12. De ontwikkeling volgens Georgescu-Roegen,
als    ecri    >   06 irc (eerste regime)
c(t) 200·
1 (t+1) tg ip =
1/11                  -06(+ ri +4(occ+Xi)2 -4(06cxi- o"i icc1
A
1 groeil{in
1                 iiin van evenwichtige









Indien aan de netto produktie van c-goederen een einde komt, om-
dat  arbe id absoluut overvloed ig wordt, terwij 1  toch het levens-
middelenpakket van alle. al dan niet tewerkgestelde. arbeiders
T3
gegarandeerd moet blijven, kan het model als volgt worden opge-
bouwd:
Mcc    c     (t)    +   Mci     i     (t)    + - £ 1 (t) = c (t) (1.4b. 16)
ac  OV.
Mic c (t) + Bii i (t) + inetto (t) = i (t) (1.4b.17)
Kc c (t) + Ki i (t) = k (t) (1.4b. 18)
dk
inetto (t) = dt (1.4b. 19)
Indien ac c (t) + Ri i (t) - 1 (t) < T (t) (1.4b.20)
(d.w.z. arbeid is overvloedig) kan de werkloosheid (1 ) gede-OV.
finieerd worden als
lov· (t) = 1 (t) - 1 (t) (1.4b.21)
d1
Cnetto  (t)  = - = 0 (1.4b.22)dt
Het onderhoudspakket van 1 is:   Bcs  = O (1.4b.23)OV. CCa
C
De grafische voorstelling vindt  men in grafiek  13  (pag.  75).
In het nieuwe regime neemt de produktiefactor arbeid niet meer
toe. De voortbrenging van goederen zal door de netto produktie
van investeringsgoederen alleen gericht zijn op de toename van
kapitaal. Het gevolg hiervan is, dat het niveau van de trans-
formatielijn  van  arbe id gelijk blijft, terwijl de transformat ie-
lijn van kapitaal naar rechts verschuift (de hoeveelheid kapi-
taal neemt toe). Zoals grafiek 13 in samenhang met grafiek 12
aantoont. vertoont de ontwikkeling daarom in het punt A een
breuk. Vanaf dat moment buigt de groeilijn af omdat het snijpunt
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Grafiek  13. De ontwikkeling volgens Georgescu- Roegen,
als  Oic ri   >  06 i ]Cc (tweede regime)
C (t)
I (t+1)
transformatiel n lijn van evenwichtige
van kapitaal groei van Leontief
M1





0                                                i(t)
k(t+1)
van beide transformatielijnen via de vaste transformatielijn van
arbeid verloopt. In punt B wordt het evenwicht van Leontief be-
reikt, zodat, indien op dat moment, het eerste model weer zou
gelden (volledige inzet van arbeid), de ontwikkeling verder even-
wichtig blijft. Indien echter het tweede regime (uitsluitend net-
to i-produktie) wordt aangehouden. zal de ontwikkeling het ver-
lengde van de lijn A B volgen, totdat de lijn M2 wordt bereikt
(punt D).
Bij de toelichting op grafiek 12 werd van een te groot arbeids-
potentieel uitgegaan. Dit geldt eveneens voor die punten van de
groeilijn die in grafiek 13 v66r punt B liggen. Voorbij dit snij-
punt met de lijn van de evenwichtige groei van Leontief heerst
73
daarentegen een relatieve overvloed aan kapitaal. Het zal duide-
lijk zijn dat vanaf dit moment de ontwikkeling geheel analoog is
aan die welke in het voorafgaande is beschreven op basis van een
relatieve overvloed aan arbeid.
Wanneer de investeringsgoederen relatief kapitaalintensief wor-
den voortgebracht, zal onder de voorwaarde van volledige inscha-
keling der produkt iefactoren  een  re lat ieve kapitaalovervloed
steeds toenemen totdat de groei tenslotte in punt D in strijd
1 (t)   ai
komt met de voorwaarde - 3-. Op dat moment zal wederom met
k (t)   xi
een ander model moeten worden gewerkt.
Dit regime kan als volgt worden beschreven:
Bcc c (t) + cnetto (t) = c (t) (1.4b.24)
ac c (t) = 1 (t) (1.4b.25)
dl
(1.4b.26)cnetto -dE
terwijl: i (t) = 0 (1.4b.27)
KC   c   (t)   =  k   (t)   <  k (t) (1.4b.28)
Alleen de produktiefactor arbeid neemt toe, terwij 1 de kapitaal-
goederenvoorraad afneemt. De ontwikkelingslijn vertoont nu we-
derom een breuk. Eventueel kan daarna de lijn van de evenwichti-
ge  groe i van Leontief vervolgd worden, doch vanwege de geconsta-
teerde labiliteit is dit niet zeker.
Slotopmerking
In de voorafgaande analyses werd steeds, na de beschrijving van
de produktiestructuur, aandacht geschonken aan de prijzen. Van-
wege de gecompliceerdheid van de groeifactor, zal hier echter
van deze beschouwing worden afgezien, mede omdat de voorafgaande
beschouwing over het model van Georgescu-Roegen gezien moet wor-
den als een uitbreiding van de analyses van Leontief voor wat de
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produktiestructuur betreft, m. n. in verband met de vergelijking
(1.4a. 13).
Cij fermode 1  6
-             -
Gegeven   : ac = 3/5 ai = 7/20    M  = 3/5 iici     =     7/2 0CC
-             -
KC   = 3/5 K i  = 1/5 Mic = 3/5 Fii = 1/5
1 (to) = 110 k (to) = 93
Gevraagd : 1 (t) en k (t)
Oplossing : ac = 69/11 ai = 35/11
(zie cijfervoorbeeld 5)
KC = 60/11 xi = 29/11
1 (t) = 9/20 e- + 109 11/20 e (1.4b. 14)9t 1/9 t
k (t) = - 9/10 e- + 93 9/10 e (1.4b. 15)
9 t 1/9 t
In de uitgangssituatie beantwoordt de verhouding tussen 1 (to)
en k (to) niet aan de ideale situatie, welke voor een evenwichti-
ge groei nodig is. Na korte tijd echter zal 1 (t) : k (t) nade-
ren tot 109 11/20 :9 3 9/10 =7:6, zodat er een stabiel dyna-
wisch evenwicht ontstaat (zie ook cijfervoorbeeld 5).
Cijfervoorbeeld 7
Gegeven   : ac = 3 ai - 1 1 (to) = 210
Kc = 5/4 Ki = 1 k (to) = 100
Gevraagd : 1   (t)  en  k   (t)  bij de overgang van eerste  naar  twee -
de  regime.
Oplossing : 1 (t) = 5/3 e + 208 1/3 e (1.4b.14)
2 t 2/7 t
k (t) = - 25/6 e +    104    1/6 e (1.4b.15)
2 t 2/7 t
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1 (t)   ac -  3Overgang als - = - - - d. i.  als er ongeveer 3/4 periode
k (t) Kc 5/4
verlupen is. Dan geldt  1 (t = 3/4) = i 264
k (t = 3/4) = f 110.
Voor het evenwicht van Leontief moet gelden:
1311 =2. Daarom   kan de eenzijdige toename van kapitaal voort-
k (t)
duren totdat   k   (t)   =   132.    Met de andere randvoorwaarde
(1_(t) < 2- ) komt de ontwikkeling. indien deze de groeilijn van
k (t)   Ki
Leontief passeert. in strijd als k (t) > 264.
1)c) De analyse van Dorfman-Samuelson-Solow
Kritiek  op de behandelde dynamische  mode 11en.
In het systeem van Leontief wordt de eis gesteld, dat arbeid en
kapitaal volledig ingeschakeld moeten zijn in het produktiepro-
ces en bovendien dat deze produktiefactoren evenwichtig moeten
toenemen. Het gevolg hiervan   is  dat  in  e 1ke periode de maximale
produktie kan worden bepaald.
Ook in het model van Georgescu-Roegen worden stringente eisen
gesteld, ten aanzien van de netto produktie en het onderhoud. In-
dien de hoeveelheden arbeid en kapitaal in periode t bekend zijn,
is voor deze en de volgende perioden de produktie te berekenen.
De ontwikkeling kan onder omstandigheden automatisch tenderen
naar de evenwichtige groei h la Leontief, maar dit behoeft niet
het geval te zijn. Er kunnen telkens andere verwikkelingen op-
treden.
Beide dynamische modellen zijn dus voor heden en toekomst volle-
dig bepaald. Terecht wordt opgemerkt: ..... "this cannot really
be done. No matter how rigid we make our assumptions about fixed
coefficients of production or fixed capital-output ratios the
introduction of a time dimension and stocks of capital inevitably
1) R. Dorfman, P. Samuelson, R. Solow: Linear Programming and
Economic Analyses, New York 1958, p. 335 - 345.
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"unlocks" the model   . . . . . Comn odities desired later  can   be   pro-
duced now and stored. or resources can instead be devoted to
investment in facilities for subsequent production of the com-
modity. Redundant capital can be held idle, or output propor-
tions can be adjusted so that no capital is redundant. Output
proportions  must  in  any  case be decided  by some rule"1).
Het algemene dynamische model moet dus bij de produktie van
eindprodukten een keuze mogelijk maken. In de stelsels, welke
tot dusver besproken zijn is echter van een keuze geen sprake.
Voor iedere perio(le ligt de produktie van c- en i-goederen ob-
jectief vast. Dit komt vanwege de eis die zeker in de beginperio-
de wordt gesteld,   dat   alle arbe iders een plaats ,moeten vinden
in het produktieproces, en alle kapitaaleenheden ingeschakeld
moeten zijn.
Deze veronderstelling heeft twee gevolgen:
1) De beginvoorraden van kapitaal en arbeid moeten aan bepaalde
uit de technische co@fficionten voortvloeiende eisen voldoen.
In het model van Leontief was deze eis van de beginverhou-
ding van arbeid en kapitaal zeer streng geformuleerd. Bij
Georgescu-Roegen werd daarentegen slechts volledige inschake-
ling als voorwaarde gesteld.
2) Tijdens de groei was de ontwikkeling van arbeid en kapitaal
objectief gegeven. Wenste men bijvoorbeeld een verhouding van
1 en k welke van deze objectief bepaalbare verhouding af-
week, dan kon aan deze wens niet worden voldaan. Het was dus
onmogelijk een doel aan de groei te stellen, dat buiten de
gegeven ontwikkeling lag. Men heeft zo te doen met een denk-
constructie. die een soort van historisch determinisme tracht
te verklaren.
Zowel voor het begin als voor het einde van het groeiproces zijn
in deze modellen te stringente voorwaarden gesteld. Dit leidt
vooral in het tweede model. als ac Ki > ai Kc• tot een ingewik-
kelde structuur, welke zelfs een tijdelijke verspilling van
produktiefactoren tot gevolg heeft. Het was een schoksgewijs
proces hetwelk rond de lijn van de evenwichtige groei van Leon-
tief slingerde. Degene, die dit onaanvaardbaar acht, zal een an-
dere gedachtengang volgen.
1) R. Dorfman. P. Samuelson, R. Solow: Linear Programming and
Economic Analyses, New York 1958, pag. 266.
79
Een breder model: de eis van volledige inschakeling vervalt
Om deze redenen is nu door de genoemde auteurs een breder sche-
Ira ontH ikkeld , waarin per periode nog een keuze uit verschillen-
de produktiemogelijkheden open staat. Uitgegaan wordt wederom
van het statische model, dat in par. 3 werd gebezigd:
Mcc c + pci i + cnetto = c (zie 1.3.1)
Mic c + Bii i + inetto =
i (zie 1.3.2)
acc+Rii€ T (zie 1.3.3)
Kc C + Ki i 4 k (zie 1.3.4)
Dit model is nogmaals weergegeven in grafiek 14, waarin Ml en M2
de beperkingen weergeven welke de materiaalquoten aan het produk-
tiesysteem opleggen, als men stelt dat de verbruikte produktie-
eenheden vervangen moeten worden, A B en C D zijn de transforma-
tielijnen van kapitaal en arbeid. Met behulp daarvan wordt de ef-
ficiente produktielijn F E G bepaald (pag. 82).
In de stelsels. welke in het voorafgaande besproken zijn, is als
beginsituatie alleen het punt E van belang. omdat in dit punt de
transformatielijnen van arbeid en kapitaal elkaar snijden. Ook de
andere punten van F E G kunnen echter uitgangspunt van een ont-
wikkeling zijn.
Hanteert men daarbij het volgende dynamische model:
Mcc c (t) + Bci i (t) + cnetto (t) =\c (t) (1.4c.1)
Mic C (t) + Aiii i (t) + inetto (t) = i (t) (1.4c.2)
acc (t)+ i i (t)=1(t) 4 T (t) (1.4c.3)
KC C (t)+Kii (t)=k (t) 4 k (t) (1.4c.4)
8 1 (t) = cnetto (t) (1.4c.5)
A k (t) = inetto (t) (1.4c. 6)
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Grafiek 14. Transformatielijnen van arbeid en kapitaal
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In  de vorige schema' s werd geeist  dat de beschikbare hoeveelhe id
arbeid en kapitaal   in to volledig   in het produktieproces   inge-
schakeld moet zijn: zie (1.4a. 3). (1.4a. 4) en (1.4b.3). (1.4b.4).
Zoals uit (1.4c.3) en (1.4c.4) blijkt is deze eis nu vervallen.
Dit houdt in, dat in de beginperiode niet alleen het punt E van grafiek 14
maar alle punten van de liin F E G voldoen aan de eisen van het model
en dat derhalve  ook  elk  punt  van  deze  I iin basis voor verdere ontwikke-
ling kan ziin.
In F bijvoorbeeld wordt een bepaalde hoeveelheid consumptiegoe-
deren voortgebracht, welke gedeeltelijk bestemd is voor het
levensonderhoud van de te werk gestelde arbeiders en welke voor
het overige uit netto consumptiegoederen, d. i. vergroting van het
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arbeidspotentieel. bestaat. Tevens worden er zoveel investerings-
goederen voortgebracht als voor de vervanging van de verbruikte
kapitaaleenheden nodig zijn. Door de produktie in F is in tl
meer arbeid en evenveel kapitaal beschikbaar als in to. Deze
hoeveelheden arbeid en kapitaal kunnen in tl in het produktiepro-
ces worden ingeschakeld. Grafisch kan men dit weergeven met de
transformatielijn   van   arbeid   CFDF (de hoevee lhe id   arbe id    is   gro-
ter, dus de lijn verschuift naar rechts) en die van kapitaal AB
(hoeveelheid kapitaal is gelij k). Uitgaande   van de produkt ie   F
in to wordt in tl de efficiente produktielijn dus FEF GF. Het-
zelfde geldt voor de uitgangspunten E en G. (FEEEGE resp. FGEGG),
zodat nu in tl drie verschillende gebroken lijnen kunnen ont-
staan. Dit aantal kan echter willekeurig worden uitgebreid. om-
dat men van elk punt op F E G kan uitgaan.
Weliswaar geeft elk punt van elke gebroken lijn een mogelijke
produktie in tl aan, maar alleen die produktie is efficient te
noemen, welke het hoogste aantal c en i-goederen tot gevolg heeft.
Heeft bijvoorbeeld een punt van de efficiente produktielijn
FEFGF de coordinaten (i. c) en een overeenkomstig punt van FGEGG
(i + a, c + b), dan zal alleen de voortbrenging volgens de twee-
de weg geschieden. Men zal m. a. w. voor een zo hoog mogelijke c-
produktie uitgaan van G en niet van F (FG t.o.v. F).
Heeft men nu van elk van de punten op de huidige lijn FEG de
efficiente produktielijn van morgen berekend, dan zal een "ver-
binding tussen de laatstgenoemde uiterste produktiepunten" een
weergave zijn van de bereikbare produktie in tl. Uitgaande van
deze 'terbinding tussen de uiterste produktiepunten" in tl kan
op dezelfde manier voor t2 een lijn berekend worden. Zo kan men
doorgaan. Stelt men nu een bepaalde hoeveelheid c en i als uit-
eindelijk doel van de ontwikkeling. dan kan berekend worden. wel-
ke weg in de kortste tijd tot dit doel voert. Deze kortste weg
is  te  bepalen, als bekend   is . op welke verbinding tussen de uiter-
ste produktiepunten dit punt ligt. Dan is na te gaan hoe de pro-
duktie van dit punt op die lijn bereikt kan worden.
Het opbouwen van de "block triangular"-systemen, welke voor de
oplossing van dit lineaire programmeringssysteem nodig zijn. zou
hier te ver voeren, maar toch zijn de resultaten van de desbe-
treffende analyse ook nu reeds inzichtelijk.
Vooreerst is duidelijk.   dat  door deze opzet  van  het   mode 1  de   keu-
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ze van de uiteindelijk gewenste hoeveelheid consumptie- en in-
vesteringsgoederen mogelijk is. Verder kan de weg worden bepaald
welke er toe leidt dat zo snel mogelijk aan deze wens wordt vol-
daan.
Evenwichtige groei
Een  van de wegen  om  het  doe 1   te   bere iken loopt langs  de   lij n  van
de evenwichtige groei van Leontief. Deze lijn is echter slechts
de meest efficiente, indien in de beginperiode de produktiefac-
toren in de voor de evenwichtige groei vereiste verhouding aan-
wezig zijn 6n de uiteindelijke vraag naar eindprodukten een punt
van deze lijn is.
Voor de andere produktiewegen geldt:   "If  we are optimizing  over
a sufficiently long run, all efficient paths of capital-accumula-
tion have the following property: They first transform the initial
capital structure into one approaching the maximal steady-growth
proportions; they then spend a long time performing approximate
maximal steady growth; and then at the end of the period they
bend  away  and  grow  into the desired terminal proportion"1).
Enkele moeilijkheden
Bij de bepaling van de efficiente paden doen zich nog verschil-
lende   moe ilij kheden voor, welke   met de volgende factoren samen-
hangen:
1) de lengte van de produktieperiode. Indien men stelt dat het
produktieproces een bepaalde tijd nodig heeft om goederen
voort te brengen, en dat men verder bij een gegeven hoeveel-
heid arbeid en kapitaal een meer evenwichtige verhouding van
deze twee produktiefactoren nastreeft. dan is dit doel sons
niet te realiseren. In 66n proces wordt immers een vaste hoe-
veelheid c en i voortgebracht. Het is niet mogelijk de pro-
duktietijd te verkorten en minder goederen voort te brengen.
Het resultaat kan dus zijn dat men het doel voorbijschiet. Was
bijvoorbeeld eerst kapitaal relatief overvloedig en wil men,
door meer consumptiegoederen te produceren, de toename van ar-
1) Dorfman c.s., pag. 344.
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beid bevorderen, dan kan na de produktie blijken, dat arbeid
relatief overvloedig is.
2) de onderhoudseisen. Door het opnemen van de materiaal- en fac-
torquoten in het model, zijn zekere beperkingen aan de ver-
houd ing  van de produktiefactoren gesteld.    In het model zoals
dit   nu is opgenomen, wordt slechts geeist,   dat die produkt ie-
eenheden voor onderhoud in aanmerking komen, die in het pro-
dukt ieproces ingeschakeld   zijn. Als bijvoorbeeld het aantal
arbe idseenheden te groot   is   (zie  F in grafiek   14),   zal  een
gedeelte geen levensmiddelenpakket ontvangen, tenzij door net-
to c-produktie in hun onderhoud kan worden voorzien.
3) de verhouding van de gecumuleerde factorquoten. In de vorige
onderdelen van deze paragraaf is aangetoond, dat het verschil
uitmaakt of de produktie van consumptiegoederen, resp. i-goe-
deren arbeidsintensief dan wel kapitaalintensief is. Is de
consumptiegoederenindustrie arbeidsextensief, dan zal bijvoor-
beeld bij relatieve kapitaalovervloed de stabiele ontwikke-
lingslijn van Georgescu-Roegen een weg zijn, waarlangs men tot
de ideale verhouding van de produktiefactoren kan komen.
4) de verschillende randvoorwaarden. De in de vorige paragrafen
ontwikkelde voorwaarden blijven ook hier gelden. Is bijvoor-
beeld aan de eis t.o.v. de materiaalquoten niet voldaan. zodat
meer dan de volledige produktie voor vervanging nodig is. dan
zal het onmogelijk zijn een hogere produktie te bereiken. Het
doel, dat in het dynamische model gesteld wordt, moet natuur-
lijk technisch-economisch realiseerbaar zijn.
Cijfervoorbeeld 8
Gegeven :E( = 3/5   Ri = 7/20   Occ =1   Oci =1   1 (to) = 2142
Kc = 3/5   xi = 1/5 Vic =1   Vii =1   k (to) = 1800
Gevraagd: de efficiente produktielijnen van F. E, G in tl en de
meest efficiente produktie.
Oplossing:  a  = 69/11   a  = 35/11
(zie cijfervoorbeeld 5)
KC = 60/11   Ki = 29/11
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In t=0 geldtl):
I   Produktie in F:
c (to) = 2400   cnetto (to) = 330   cverv. (to) = 2070
i (to)_= iverv. (to) = 1800
II  Produktie in G:
c (to) = cverv. (to) = 2142
i (to) = 2448 inetto (to) = 673,2   iverv. (to) = 1774,8
III Produktie in E:
c (to) = 2240   cnetto (to) = 98   cverv. (to) = 2142
i (to) = 2280   inetto (to) = 480  iverv. (to) = 1800
Grafiek 15. Cijfervoorbeeld    8.
C(t)
lijn van evenwichtige
M1 groei van Leontief
3570\                                       M2\
3000    \\
F     E
6  -.*..'- \ -tensformatielijn van kapitaal
...I
transformatielijn van arbeid\ \
0 6120 9000 i (t)
1) I = maximale c-produktie; II = maximale i-produktie;
III = volledige inschakeling van 1 en k.
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Met behulp van 4e produktie in to zijn in tl nieuwe produktiefac-
toren aanwezig. Daar Occ =0   =1 r (t) =A l (t),ci    '  netto
Vic = Vii =l e n inetto (t) =A k (t), geldt
1 (tl)= c (to)
k (tl)= i (to)
In  verband   met de randvoorwaarden   f  6 - -·    4 - ) kan arbeid
c.q. kapitaal in tl overvloedig zijn.




Produktie in to Beschik- Over. Inge-
baar v loed scha-     c         i
keld
punt F: c = 2400 1 = 2400 2281) 2172 F 2400 1800
i = 1800 k = 1800 - 1800 K 2172 2482
(zie I)
punt G: c = 2142 1 = 2142 - 2142 H 2482 1862
i = 2448 k = 2448 5861 1862 G 2142 2448
(zie II)
punt E: c = 2240 1 = 2240 - 2240 H 2596 1947
E
i = 2280 k = 2280  3331  1947   GE 2240 2560
(zie III)
1) De transformatielilnen van arbeid en kapitaal snijden elkaar
niet tussen Ml en M2. dus FK. GH resp. GE HE uit grafiek 14
worden relevant.
Uit de berekening blijkt dat in tl het produktieproces van punt E
efficienter is dan dat van de punten F en G. Toch is dit nog niet
het meest efficiente. Nog efficienter is nl. als men in to een
combinatie kiest van E en G zodanig, dat geldt 1 (to) = 2100 en
k (to) = 1800 (op de lijn van de evenwichtige groei van Leontief).
In tl wordt dan 1 (tl) = 2333 1/3 en k (tl) = 2000, waardoor dus
meer arbeid en kapitaal ingeschakeld zijn dan in de drie beschre-
ven processen, zodat de produktie in tl ook hoger zal zijn.
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d) Een model met autonome bevolkingsgroei
In het eerste gedeelte van deze paragraaf (par. 4a) werd een
volledig dynamisch model ontwikkeld op basis van de veronderstel-
lingen van Leontief. De daar ontwikkelde conclusie was, dat de
groeifactor en het rendement van kapitaal onder de gegeven ver-
onderstellingen aan elkaar gelijk zijn en dat beide volledig be-
paald worden door de technische coUfficidnten.
De in dat model gemaakte hypotheses over de bevolkingsgroei en
de spaarneiging zijn echter, zoals daar reeds werd vermeld, niet
erg realistisch. Veronderste ld  werd  nl.,   dat de bevolkingsgroei
een functie is van de voortgebrachte netto consumptiegoederen en
dat de meerwaarde volledig werd gespaard en geinvesteerd. Uiter-
aard  zijn   t. a. v. deze grootheden andere hypotheses   moge lij k.    In
het kader van deze studie, waarin m. n. de invloed van het tech-
nisch kunnen op macro-economische grootheden wordt aangegeven. is
een volledige behandeling  van de bevolkings - en spaartheorie  ech-
ter niet mogelijk. Een korte formulering van een meer realistisch
mode 1 is evenwe 1   op z i j n plaats l)
Indien men aanneemt, dat de bevolkingsgroei autonoom verloopt en
dat de nieuw geproduceerde kapitaalgoederen in de volgende perio-
de als produktiefactor worden ingeschakeld, verkrijgt men het
volgende gereduceerde model van de volume-grootheden (zie
(1.4a. 7) t/m (1.4a. 10):
ac cnetto (t) + ai inetto (t) = T (t) (1.4d. 1)
KC Cnetto (t) + xi inetto (t) = k (t) (1.4d.2)
8 1 (t)           X=P-1 (1.4d.3)
1 (t)
inetto (t) =A k (t) (1.4d.4)
1) Zie o.a. F. de Roos en D.B.J. Schouten, Groeitheorie,
hoofdstuk III.
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Uit deze vergelijkingen volgt (zie (1.3.16) en (1.3.17)):
xi T (t) - ai k (t)
cnetto
= (1.4d.5)
uc Ki - ai Kc
- x1 1 (t) + ac k (t)6  k   (t)   = i (1.4d. 6)
ac Ki - ai Kc
Indien de ontwikkeling evenwichtig is, moet
A 1 (t) 6 k (t)
gelijk zijn aan d.w.z.
1 (t) k (t)
T (t)
& k (t) k (t)
-
KC   ac
03-1)=          =
k (t) ac Ki - ai %
T (t)   -C p- 1) (ac Ki -a i Kc) + ac n (1.4d.7)-- Il
k (t)                 Ke
De ideale verhouding van de produktiefactoren wordt dus in dit
model door de produktiequoten en de relatieve toename van de be-
roepsbevolking bepaald.
Als de arbeiders hun gehele inkomen en de kapitaaleigenaren een
gedeelte ervan consumptief besteden, wordt het spaarbedrag van
de volkshuishoudin per periode gelijk aan:
5)
(1 - YR) k (t) PR
Veronderstellende,   dat   de   wet   van Say actueel   is,    ge 1dt:
1) Zie cijfervoorbeeld 5 met p-1= 1/9.
2) 7R = consumptiequote van de kapitaaleigenaren.
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(1 - 78) k (t) PR = inetto (t) Pi (1.4d.8)
PR  a k (t)
(1 - 78)-- - (zie (1.4a.24))
Pi     k (t)
8 k (t)  81(t)
(1 - YR) (r -1) =  _      = =p-1 (1.4d. 9)
k (t) 1 (t)
De groei van het arbeidspotentieel en die van de kapitaalgoede-
renvoorraad zijn gelijk. De ontwikkeling is evenwichtig en door
de groeifactor en de gegeven spaarquote wordt het rendement be-
paald.
Natuurlijk kan in de beginperiode de verhouding van arbeid en
kapitaal afwijken van de ideale verhouding, zoals deze in (1.4d.7)
is weergegeven. Als de voorraad kapitaalgoederen relatief klei-
ner is dan in de evenwichtige situatie vereist wordt, kan de re-
latieve ontwikkeling van kapitaal aldus worden berekend:
1 (to), ac - (P - 1) (ac Ki - ai Kc)
k (to)               Kc




1 (to)   ac - 00 - 1) (ac Ki - ai Kc) + A
k (to)               Kc
Uit (1.4d.5) volgt:
8 k (t) (p -1) (ac Ki -a i Kc) -A 81(t) -A= --+
k (t) ac Ki - ai KC T (t) ac Ki - ai Kc
(1.4d. 10)
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Afhankelij k  van de verhoud ing  van de factorquoten  doen  zich  hier
twee gevallen voor (zie par. 4b):
1) als ac Ki - ai Kc < 0 ontstaat een stabiel evenwicht, omdat
de relatieve groei van kapitaal sterker is dan die van arbeid,
zodat de relatieve achterstand van kapitaal wordt ingelopen
(zie grafiek 11). De verhouding van 1 (t) en k (t) zal tot de
ideale verh uding naderen, mede omdat A hoe langer hoe klei-
ner wordt. -   is  nl.  per def initie gelijk aan het verschil
tussen de wercke lijke  em de ideale verhouding  van de produk-
tiefactoren.
2)   als  ac  Ki   -  ai   Kc  >   0   is het evenwicht onstabie 1 en wordt  de
achterstand van kapitaal groter (zie grafiek 12).
Volgens het model worden de volumegrootheden dus uitsluitend door
(1.4d. 1) t/m (1.4d.4) bepaald. Uitgaande van een bepaalde hoe-
veelheid van de produktiefactoren en van een volledige inschake-
ling  hiervan  via het prijsmechanisme,    ligt de verhoud ing tussen
A k (t) en k (t) vast. Bovendien volgt uit (1.4d.8) dat:
S k (t)
(1 -YR) (r - 1) = _ (1.4d. 11)k (t)
Bij een evenwichtige ontwikkeling wordt Miteinde.lills| door de.-
uit de vergelijkingen van de volume-grootheden bepaalde. rela-
tieve toename van de produktiefactoren (8 k (t) : k (t) =
81 (t) : T (t)=p - 1) en de gegeven consumptiequote van de
kapitaaleigenaren het netto kapitaalrendement bepaald.
Bij een onevenwichtige ontwikkeling zal, bij een relatieve ka-
pitaalschaarste in de uitgangssituatie, de achterstand van kapi-
taal groter worden en bij overvloed van kapitaal de voorsprong
ftoenemen. Deze ontwikkeling  van de volume-grootheden wordt  door
-*l#e   ontwikkeling  van het rendement van kapitaal niet beinvloed.
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In het vorige hoofdstuk zijn. uitgaande van volkomen complementa-
rite it   van de produktiefactoren, de theorie6n van verschillende
auteurs aan een nadere analyse onderworpen. Met name werd nage-
gaan, hoe de grootte van de factorquoten in het model bepaalde
conclusies met betrekking tot de produktie, de prijzen en de eco-
nomische groei impliceerde.
In dit hoofdstuk zal een ander uitgangspunt worden gekozen. Nu zal
niet van complementariteit van produktiefactoren (din technische
mogelijkheid per produkt), maar van substitueerbaarheid van ka-
pitaal en arbeid worden uitgegaan. Afziende van volk6men substi-
tueerbaarheid van de produktiefactoren en van een oneindig aantal
technieken per goederensoort. wordt gesteld, dat per goederensoort
en binnen bepaalde grenzen twee produktietechnieken, nl. een ka-
pitaalintensieve en een arbeidsintensieve, mogelijk zijn. De de-
finitie van deze substitueerbaarheid luidt: "de produktiefactoren
arbeid en kapitaal kunnen binnen bepaalde grenzen. aangegeven door
de isoclinen, door elkaar vervangen worden, zonder dat hierdoor
het produktieresultaat verandert„l).
Niet in elk geval is substitutie. ook al is deze technisch moge-
lijk, verantwoord. Als bijvoorbeeld een bepaald produkt kan wor-
den vervaardigd met 4 arbeidseenheden en 3 kapitaaleenheden dan
wel met 4 arbeidseenheden en 5 kapitaaleenheden. zijn er alleen
technisch gezien twee technieken. Wil de substitutie economisch
verantwoord zijn, dan wordt vooreerst geiist dat de beide mogelijk-
heden efficient zijn. d.w. z. dat de ene arbeidsintensief (d. i.
1) D.B.J. Schouten, Exacte Economie, pag. 179.
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kapitaalextensief )  en de andere arbeidsextensief  (d. i. kapitaal-
intensief) is, zodat in het eerste geval relatief meer arbeid en
in het tweede geval relatief meer kapitaal nodig is, en vervol-
gens dat beide produktiemethoden dezelfde totale kosten per een-
heid produkt veroorzaken, d.w.z. dat de isokostenlijn en de ba-
sis-isoquant eenzelfde hellingshoek hebbenl).
Voor het model waarin substitutie opgenomen is, worden de vol-
gende symbolen gebruikt:
B, a. K, c, i, 1 en k: als in het voorafgaande.
Cl en c2 : consumptiegoed, geproduceerd volgens de eerste, de ka-
pitaalintensieve c.q. de tweede. de arbeidsintensieve
techniek. cl en c2 zijn dus hetzelfde produkt, maar de
produktietechniek is verschillend.
il en i2 : investeringsgoed, geproduceerd volgens eerste c.q.
tweede techniek.
Zo wordt dus bijvoorbeeld:
Fcl c2 i hoeveelheid materiaal, geleverd door de cl-industrie
aan de c2-industrie. per eenheid c2•
 cl    : directe arbeidsquote van de kapitaalintensieve techniek
per eenheid c.
1) De begrippen isoquant, isocline en isokostenlijn worden ook in
de bedrij fseconomische literatuur gehanteerd. Daar betekent
bijv. een meer kapitaalintensieve techniek, dat men een duur-
dere machine, met dezelfde gelijktijdige en volgtijdige capa-
citeit, met minder directe arbeidskrachten bemant of een veel
duurdere machine met dezelfde volgtijdige maar een hogere ge-
lijktijdige capaciteit met dezelfde hoeveelheid directe ar-
beidskrachten.
De  substitutie van produktie factoren binnen een bedrij fshuis-
houding wordt bemoeilijkt ten gevolge van het feit, dat voor-
al de meer kapitaalintensieve technieken niet volkomen deel-
baar zijn. Algemeen economisch gezien is de beperkte deelbaar-
heid van kapitaalgoederen een minder in het oog lopend ver-
schijnsel. Men dient dan de substitutie van produktiefactorenmeer te zien als een. binnen een bedrijfstak verlopende, rela-
tieve expansie resp. inkrimping van bedrijven die relatiefmeer kapitaalintensieve resp. meer arbeidsintensieve technie-
ken toepassen (d. i. vervanging van arbeid door kapitaal). Ge-
zien het hoger produktievolume van een bedrijfstak vergeleken
met dat van een bedrijfshuishouding. speelt hierbij de ondeel-
baarheid van bepaalde produktiemethoden een veel geringer rol.
Overigens zij de aandacht er nogmaals op gevestigd, dat de
kwestie van een verschil in volgtijdige capaciteit (= levens-duur) der kapitaalgoederen hier buiten beschouwing blijft.
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Enkele theorieen welke substitueerbaarheid van de produktiefac-
toren tot grondslag hebben, worden in de volgende paragrafen be-
handeld. Voor de statische analyse wordt uitgegaan van de theo-
rie van Schouten, voor de dynamische van de theorie van Von Neu-
mann en van die van Malinvaud. Daarna worden de gevolgtrekkingen
uit de leer over substitutie toegepast op de theoriein van Marx
en Walras. Hierbij zal m.n. aandacht worden geschonken aan de
randvoorwaarden. welke door de technische quoten aan de produk-
tie en de ontwikkeling worden gesteld en aan de afleiding van de
gecumuleerde quoten, de groeifactor en het evenwicht tussen ka-
pitaal en arbeid.
2.  Ee n statisch model
Hoofdstuk IX van "Exacte Economie"
In hoofdstuk IX (-De moderne prijs- en produktieleer") van "Ex ac-
te Economie" gaat Schouten uit van onderlinge substitueerbaar-
he id   van de produkt iefactoren   arbe id en kapitaal,    van   twee   e ind -
produkten (cnetto' inetto) en van twee efficiente technieken per
produkt. Met behulp van de zes produktiecombinaties
(clnetto + C2 nett cl netto + il netto; cl netto + 12 netto;
C +i +i2 netto 1 netto ; c2 netto 2 netto; 11 netto +  12 netto)
worden zes produktieresultaten berekend, waarbij arbeid en kapi-
taal per combinatie volledig in het produktieproces zijn inge-
schakeld.
Uitgaande van het voorbeeld, waarbij geldt
ac2  ai2   1  acl   all->->=>->- (2.2.1)
KC2   Ki2   k   Kcl   Kil
en
ai2 - ail    ac2 - acl
<                                               (2.2.2)
Kil - Ki2    Kcl - KC2
komt hij o.a. tot de volgende conclusies:
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Twee oplossingen zijn technisch niet uitvoerbaar (c        +1 netto
i               'c                 +   i2 netto)• omdat de verhouding  van  arbe id1 netto' 2 netto
en kapitaal niet gelegen is tussen die van de produktiequoten
van c en i c.q. van c en i zodat2 netto 2 netto 1 netto 1 nette
volledige bezetting van de produktiefactoren in deze combina-
ties niet mogelijk is (zie (2.2.1) en o.a. (1.3.12) en (1.3.13)).
Een oplossing is niet efficient (c +i 1, omdat de2 netto 1 netto'
marginale substitutieverhouding van arbeid t.o.v. kapitaal van
de i-producent kleiner is dan die van de c-producent, met als
gevolg dat de kostprijs van de c of i hoger is dan2 netto 1 netto
van c of i 1)
1 netto 2 netto
Met behulp van de overige drie produktiecombinaties kan nu. in
een diagram met een c - en i -as, de lijn van de meestnetto netto
efficiente produktiemogelijkheden getekend worden (zie grafiek
16)2} Schakelt men nl. de volledige hoeveelheid arbeid en kapi-
taal in in de c-industrie, dan zal met behulp van de eerste en
tweede techniek een bepaalde hoeveelheid c geproduceerdnetto
worden (punt A); bij aanwending van de produktiefactoren in de
i-industrie ontstaat een bepaalde hoeveelheid netto i-goederen
(punt B). terwijl een combinatie van c2 en il zowel c alsnetto
inetto oplevert (punt C). Indien de preferenties van de consu-
menten bekend zijn. kan het snijpunt van de lijn van de meest
efficiente produktiemogelijkheden en de bestedingsfunctie bere-
kend worden (punt D). Bij deze produktie-omvang zijn arbeid en
kapitaal volledig ingeschakeld, is de produktie zo hoog mogelijk
en wordt aan de wens van de consumenten voldaan.
Uitgaande van deze produktiemogelijkheden, komt Schouten tot een
prijsleer, waarbij de prijsverhouding van de eindprodukten
(Pc : Pi) gelijk is aan de hellingshoek van het relevante stuk
van de lijn van meest efficiente produktiemogelijkheden (= aan
de relevante substitutieverhouding van c- en i-goed), terwijl de
beloningsverhouding van arbeid (PL) en kapitaal (PR) bepaald
wordt door de hellingshoek van de isoquant van de industrie, die
twee technieken toepast. De reele beloningsvoet van kapitaal,
d. i. het netto feitelijk rendement, wordt dan gedefinieerd als
PR*Pi'




Uitgaande van de redeneringen, welke in het voorafgaande in het
kort zijn weergegeven. is door Schouten een model ontwikkeld,
dat onder de in (2.2.1) en (2.2.2) gegeven veronderstellingen
aldus luidtl):
de transformatiefunctie:
/ail   xil \. *+ T +1 k (2.2.3). Cnetto = 7 g    + 3- jlnetto    a        K
Cccj      C   C
de bestedingsfunctie:
c      =  -1-  inetto - (2.2.4)netto    1-7        PC
de prijsvormingsfuncties:
A A
Pc = acl PL + Kcl PR = ac PL = Kc PR
(2.2.5)
Pc = ac2 PL + Kc2 PR =  c PL = Kc
PR (2.2.6)





Indien de produktiequoten. de consumptiequote    (y)   en de hoevee 1-
heden I en k gegeven zijn. zijn de zes economische variabelen
(cnetto, inetto, Pc' Pi, PL' PR) te berekenen.
Hierbij is:
1) Het model geldt alleen voor het lijnstuk AC (grafiek 16);
voor CB is een analoog model op te stellen.
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K   -K
1  _  cl    c2
-                                                     (2.2.9)
    aC  Kc  - a   K-C
2 1  1  w2
i = ac 2 - acl (2.2.10)
Kc  ac  K,  - a-  K-
2 "1  1  U2
In (2.2.9) wordt het grensprodukt van arbeid van de c-producent,
in (2.2.10) het grensprodukt van kapitaal van de c-producent
gedefinieerdl).
Cijfervoorbeeld 9
Gegeven    : a,  = 3/7    a   = 1 i  = 1/2  4  = 150/101
 1            '2          1         *2
Kcl = 15/14  Kc  = 1/2  Ki  = 1    Ki  = 75/1012            1            2
1 - 1400 k = 1900 PL =7
Consumptiefunctie: cnetto = inetto
Gevraagd   : Pc, Pi' PL' PR' Cnetto nettoen i
Oplossing  :
ac2 - ac
a 4  - a .
1    12 11 199
<                     (1  <-52): de produktie-combinatie
Kcl - KC2   Kil - Ki2
cl netto + i2 netto is niet efficient.
1) D. B. J. Schouten, Exacte Economie, p. 134.
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ac a     -lili 6114 de combinaties c +1 netto
K  < 2-     < -r   (lii  <2  < -19) i en c +i
cl 11 1 netto 2 netto 2 netto
-   zijn technisch niet uitvoer-
a- ai - baar als de produktiefactoren
 2     2   1           14
K-  =  2.     > -r   (2  =  2  > 19)
volledig ingeschakeld moeten
C2 12 _    zijn.
De uiterste punten zijn:
punt A: c
1 netto (1400)  + C2 netto   (800)
=
cnetto = 2200
punt B: il netto  (1600) + i 2 netto (404) = inetto = 2004
punt C: c2 netto  = 600, il netto  = 1600.
Grafiek 16. Cijfervoorbeeld 9.
C nettO
2200  A eetste uitefste punt
lijn van de meest efficiente produktiemogeljjkheden
, bestedingsfunctie
D/
        (1100,1100)l
/                   C derde uiterste punt (1600, 600)
I
1' 8 tweede uiterste punt
0 2004 inetto
/« i  K. \Cnetto = 7 -x-1 + rl ) inetto + 1- I +-1- k= -i+ 2200 (2.2.3)\a K /   a\C C/          C     C
C =i = 1100 (2.2.4)netto netto
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pc = a PL + K. PR PR =7 (2.2.5)cl            1
Pc = ac  PL + Kc PR Pc = 10,5 (2.2.6)22
Pi = ail PL + Kil
PR Pi = 10.5 (2.2.7)
PL =7                   _                                (2.2.8)
Afleiding van de gecumuleerde quoten
In het voorgaande is in het kort de theorie van Schouten weerge-
geven. Zijn analyse is gebaseerd op gecumuleerde arbeids- en ka-
pitaalquoten. In het kader van deze studie is het echter nodig
de directe factorquoten en materiaalquoten als basis te nemen,
teneinde aldus na te gaan. hoe de gecumuleerde quoten uit de. di-
rect per bedrijfstak te meten, technische cobffici6nten bepaald
wordenl).
Uitgaande van de veronderstellingen.
dat het consumptiepakket per arbeider en de vervanging van kapi-
taalgoederen per kapitaaleenheid in elke industrie en bij elke
produktietechniek gelijk zijn2)  (dus:  Ocl cl = Ocl il = Ocl 12 =
%2 c2 = OC2 il =  2 i2en Vil cl = Vil c2= Vil il = Vi2 cl = Vi2 c2 =
Vi2 12 1
dat de arbeiders in de cf en c2-industrie hun consumptiegoederen
voor het basispakket zelf voortbrengen (Oc - =O = 0) en de
2 cl cl C2
vervangingsinvesteringen van de i-industrie eveneens door de
eigen bedrijfstak geleverd warden (V.  , = Vi ·  = 0)•11*2      211
1) De volgende analyse steunt vooral op de ideeen, welke
Prof. Dr. D. B.J. Schouten in een privatissimum op 30-5-1959
naar voren bracht.
2)  Ocl i2 -
de hoeveelheid c-goederen. geproduceerd volgens de
eerste techniek (cl). welke een arbeider in de i2-in-
dustrie nodig heeft.
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dat de hoeveelheid produktiemiddelen niet mag afnemen.
kunnen de volgende produktiecombinaties voorkomen: cl + il;
cl + i2; c2 + il; c2 + i20
Indien men uitgaat van directe quoten. zijn de combinaties
Cl + c2 en il + i2 niet mogelijk, omdat dan aan de onderhouds-
c.q. vervangingseisen van de produktiefactoren niet voldaan kan
worden. Bij een produktie welke bijvoorbeeld alleen op consump-
tiegoederen gericht is (cl + c2) zouden de in het produktieproces
verbruikte kapitaaleenheden niet vervangen kunnen worden. De pro-
duktie van vervangingsinvesteringen blijft dan immers achterwege.
Stelt men dus als eis, dat de hoeveelheid produktiemiddelen niet
mag afnemen, dan zijn alleen de vier genoemde produktiecombina-
ties relevant.
Afhankelij k  van de verhouding  van de marginale substitutiever-
houdingen van arbeid t.o. v. kapitaal van de c- en i-producent, is
of cl + i2 of c2 + il niet efficient. Als bijvoorbeeld:
-    -    -    -
ac2 - acl < ai2 - ail_           _     _      is de produktiecombinatie cl + i2
Kcl - Kc2   Kil - Ki2
niet verantwoordl). Gaat men voor de marginale substitutieverhou-
dingen van de produktiefactoren van deze hypothese uit, dan zijn
alleen cl + il; c2 + il; c2 + i2 relevant. Voor elk van deze
combinaties zijn de gecumuleerde factorquoten uit de directe
factorquoten en de materiaalquoten te berekenen2):
-                        -1
acl ail acl ail 1 - pcl cl     - Pcl il
(2.2.11)
-    -
KC. i Kcl Kil - Mil cl 1 -Mil il11
-                        -
-./
1) D. B.J. Schouten, Exacte Economie, pag. 124.
2) D. B.J. Schouten, Exacte Economie, appendix II.
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-                            --
-     -                                 -1a' a. ac ai 1 - kic
. Mc2 i 2C2 12 22 2 c2
(2.2.12)
-    -
Kj2   Ki 2 K C 2          K i 2                  -   M i 2 c 2 1    -   Fi 2  i 2
-            -    -
-           -   -           -   -                           -   -1-   -
ac al ac ai
1  - Bc2 c2 -  Bc2 il21 21
(2.2.13)
-     -
K     K.
C2 11 Kc2      Kil            -  Mil c2 1 - Mil il
-                         ----
Hieruit resulteren merkwaardigerwijs twee stelsels gecumuleerde
factorquoten voor il nl. a   , Kil uit (2.2.11) en ail' Kil uit
1
(2.2.13) en twee voor (2 nl. aj . KI  (2.2.12) en ac2. Kc22  2
(2.2.13). De gecumuleerde factorquoten voor c2 en il zijn daar-
entegen eenduidig bepaald.
Als men echter de toepassing van de matrices bestudeert. komt
men tot de
conclusie dat ail' Kil en a& . K' niet behoeven te2   c2
worden gehanteerd. De quotenmatrix (2.2.13) nl. is de weergave
van de technische structuur van het derde uiterste punt (zie
grafiek 16). Dit punt is het snijpunt van de transformatielijnen
van arbeid en kapitaal zoals o.a. in grafiek 8 is weergegeven.
In dit punt zijn arbeid en kapitaal volledig in het produktiepro-
ces   ingeschake ld, terwij 1 voor beide produkten slechts  din  pro-
duktietechniek toepassing vindt: voor c de tweede en voor i de
eerste techniek. Om nu de produktie van het eerste uiterste punt
van grafiek 16 te bereiken, is eveneens produktie van cl nodig.
Hierbij moeten ook vervangingsinvesteringen geproduceerd worden.
In combinatie met cl kan deze i-produktie alleen via de eerste
techniek geschieden, omdat de combinatie cl + i2 niet efficient
is. De technische structuur van de combinatie cl + il is weerge-
geven in de matrix (2.2.11). De daaruit afgeleide "gecumuleerde
quoten" van i vinden echter bij de bepaling van het eerste uiter-
ste   punt geen toepassing. orrdat  daar geen "netto i" wordt voort-
gebracht.
Hetzelfde geldt voor de gecumuleerde c2-quoten in matrix (2.2.12):
consumptiegoederen worden in het tweede uiterste punt alleen
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voortgebracht in zoverre deze voor het onderhoudspakket van de
arbeiders nodig zijn. "Netto c" wordt immers niet voortgebracht.
zodat de desbetreffende "gecumuleerde factorquoten" van c niet
van belang zijn voor de bepaling van het tweede uiterste punt.
In het model gelden dus (2.2.13) als de hoofdmatrix en de (2.2.11) en
(2.2.12) als submatrices. De gecumuleerde quoten van de submatrices
Ziin niet bii de bepaling van de netto produktie van il resp. c2' maar
alleen bii die van cl resp. i2 relevant. Naarmate men bii voortbrenging
meer van het eerste of van het tweede uiterste punt overgaat naar het
derde uiterste punt, wordt de techniek van de hoofdmatrix relatief meer
toegepast.
Voor elk van de drie uiterste punten van dit model van gedeelte-
lijke substitueerbaarheid gelden voor de materiaal- en factor-
quoten de drie voorwaarden welke in hoofdstuk I ontwikkeld zijn.
In feite geven  nl.   de drie quotenmatrices, afzonderlij k genomen,
een produktiestructuur h la Leontief weer. Door een combinatie
van verschillende Leontief-structuren ontstaat het model van
Schoutenl).
Cijfervoorbeeld 10
Gegeven : acl = 1/5   ac2 = 7/15   ail = 2/15   ai2 = 5/11
Kcl = 2/5   2 = 2/15   Kil = 7/15  Ki2 = 5/16
T = 1400 k= 1900     PL =7    0=1    V=1
Cnetto = inetto
Gevraagd: wordt aan de voorwaarden van Hawkins-Simon voldaan?
de gecumuleerde factorquoten.
de produktie, de prijzen en de beloningsvoeten.
1) Dit wordt door Schouten eveneens geillustreerd in hoofdstuk X
van "Exacte Economie". In dat hoofdstuk leidt het model A la
Leontief voor twee landen. bij vrijhandel en vrije mobiliteit
van de produktiefactoren, voor de gemeenschap van deze landen
tot een model als hierboven besproken.
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-     -     -
a   - a    a.  - a.
c cl 12    11
Daar          <           (1 < 848). is cl + i2 niet efficient.
2
-          -                             407
Kcl - Kc2   Kil - Ki2
1) combinatie cl + il:
= 1/5 P. i  = 2/15Bcl cl 1  1
Fi                  =   2/5
1 cl Mi i  = 7/151   1
condities van Hawkins-Simon:
1 - Fil il   Bal il>- 6  > 1)
Bil c l 1 - Bcl cl 3    6
gecumuleerde quoten:
a-    = 3/7 ai  = 5/14 1                      1
K..   = 15/14 4  = 8/7
 1                     Al
2) combinatie c2 + i2:
Fc   = 7/15 Bc2 12 = 5/112 c2
Fi                 = 2/15 Fi      :          =   5/1 62 c2 2  2
condities van Hawkins-Simon:
1 - Fi B *
2 12> c2*2 <165     >     75)
kii2 c2 1 - Mc2 C2     32    88
gecumuleerde quoten:
al  = 1007/808 ai  = 150/101-2                                                      2
RL  = 44/101 K:  = 75/101
V2                       42
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3) combinatie c2 + il :
11(2 (2=
7/15 Fc i = 2/152  1
Bil c2 =
2/15
  1 1  i l    =  7/15
condities van Hawkins-Simon:
1    -   Mi l i l  >   Mc 2  i l                                  1








De gecumuleerde quoten worden dus:
acl = 3/7    ac2 = 1    ail = 1/2  ai2
= 150/101
Kcl = 15/14  Kc2 = 1/2  Kil =
1
Ki2 = 75/101
Uit de gegevens van cijfervoorbeeld 9 blijkt:
t.a.v. de prijzen:  Daar het onderhoudspakket voor alle arbei-
ders uit een c-goed bestaat, is de bruto
loonvoet: ELc =  Li = PL + pc = 17.51).
1) Als men Pc expliciet in het loon opneemt, neemt men aan dat
elke arbeider 66n consumptiegoed als minimum nodig heeft. Het
totale loon moet dan minimaal gelijk zijn aan Pc· "Het is
voor de beschouwing irrelevant of men de minimum-kosten van
levensonderhoud van de factor arbeid opneemt in de input van
materialen dan wel of men het totale loon als variabel be-
schouwt met een onderste grens". (D. B.J. Schouten. boekbespre-
king,  De Econ (mist,  1961  p.  250).
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Analoog is de bruto beloningsvoet voor ka-
pitaal  Rc = BRi = PR + Pi = 17,5.
De prijzen van de eindprodukten zijn
Pc = Pi = 10,5.
t.a.v. de produktie: c =0 I=1 x 1400verv. Clcl
iverv. =V i i  k=l x 19001 +1
C=C +C = 1100 + 1400 = 2500netto verv.
i=i +i = 1100 + 1900 = 3000netto verv.
Tabel van middelen en bestedingen
Volume x prijs = Volume x prijs  =
waarde waarde
arbeidsloon: c-goederen:
voor onderhoud 1400x10,5=14700 c 1400x10,5=14700verv.
meerwaarde 1400x7 = 9800 c 1100x10,5=11550netto
kapitaalbeloning: i-goederen:
voor ver-
1900x10,5=19950 i 1900x 10,5=19950verv.vanging
meerwaarde 1900x7 =13300 i 1100x10,5=11550netto
totaal middelen 57750  totaal bestedingen 57750
De produktie in het eerste uiterste punt is (zie ook cijfervoor-
bee ld    9) :
voor de combinatie cl +i l:c l= 2000; il = 1500      c= 3600
voor de combinatie c2 + il : c2 = 1600; il = 400 J i = 1900
De verdeling van deze produktie is:
Cnetto = 2200, cverv. = 1400
i                      = 1900.
netto = 0.  
  iverv.
Zo blijkt dat de gecumuleerde quoten van il voor de netto produk-
tie in het eerste uiterste punt niet in aanmerking genomen beho-
ren te worden (inetto = OM
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In het tweede uiterste punt is de produktie:
voor c2 + il : c2 - 800 il = 3200  
c = 1400
voor c2 + i2 : c2 = 600 i2 =  704 J i = 3904
de verdeling is: Cnetto =0       c      = 1400verv.
i      = 2004 i = 1900netto verv.
De gecumuleerde quoten van c2 komen bij de netto produktie in
het tweede uiterste punt niet voor (cnetto = 0).
3.  He t dynamische model
In het vorige hoofdstuk kwam na het statische model van Leontief
het dynamische model ter sprake. In twee van de vier behandelde
varianten, was het, als gevolg van de beperkte technische moge-
lij kheden  en  de  eis van volledige inschakeling  van de produktie-
factoren, niet mogelijk aan bepaalde eisen van de consumenten te
voldoen. Nu in dit hoofdstuk uitgegaan wordt van substitueerbaar-
heid van de produktiefactoren zou men kunnen denken, dat de pre-
ferenties van de economische subjecten wel invloed kunnen uitoe-
fenen op het ontwikkelingsproces. In het eerste model van deze
paragraaf (Von Neumann) echter wordt de ontwikkeling nog uitslui-
tend door de vooropgestelde eis van evenwichtige groei bepaald.
In het volgende model (Malinvaud) wordt daarentegen, evenals in
het derde dynamische model van hoofdstuk I (Dorfman-Samuelson-
Solow), meer aandacht aan de wensen en daarmede aan andere groei-
mogelijkheden geschonken. In het laatste gedeelte van deze para-
graaf kan. door invoering van het begrip substitutie van de pro-
duktiefactoren in de theorie van Marx en Walras, met de preferen-
ties van de kapitaalverstrekkers expliciet rekening worden gehou-
den (zie hoofdstuk I. par. 4d).
a) Het model van Von Neumann
Een van de meest klassieke toepassingen van lineaire programme-
ring voor een algemeen economisch evenwicht in een expanderende
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volkshuishouding is gegeven door J. Von Neumannl). Zijn gedach-
ten worden in het hiernavolgende in een eenvoudig model weerge-
geven.
Veronderstellingen
In dit model wordt uitgegaan van de volgende veronderstellingen:
- het produktie proces is circulair d.w.z. goederen worden voort-
gebracht met goederen, waarbij de voortgebrachte goederen weer
de input zijn voor verdere voortbrenging. Met behulp van ar-
beid worden bijvoorbeeld consumptiegoederen geproduceerd en
met de consumpt iegoederen wordt   in het levensonderhoud  van  de
arbeiders voorzien, zodat in de volgende periode weer nieuwe
arbeidseenheden beschikbaar zijn. In feite zijn er dus geen
produktiefactoren en geen eindprodukten, maar slechts interme-
diaire goederen. Deze hypothese was ook de kern van de dynami-
sche stelsels, welke in het vorige hoofdstuk werden behandeld.
- de arbeiders ontvangen slechts een minimum-pakket consumptie-
goederen voor levensonderhoud.
- het aantal technieken is groter dan het aantal geproduceerde
goederen. zodat voor de produktie van bepaalde goederen meer
technische mogelijkheden voorhanden zijn (substitueerbaarheid).
- de produktiefunctie is gebaseerd op de veronderstelling van
constant returns to scale.
- de toename van de produktie is niet aan een maximum gebonden,
bijvoorbeeld door schaarste van grond.
- de technische coafficianten veranderen niet, d.w.z. er heeft
geen technische ontwikkeling plaats.
- elk produktieproces duurt 66n tijdseenheid.
1) J. v. Neumann, A Model of General Economic Equilibrium,
Review of Economic Studies, jaarg. 13, p. 1-9.
D. G.  Champernowne,  A  note  on  J. v. Neumann' s Article, Review
of Economic Studies, jaarg. 13, pag. 10-18.
R. G. D. Allen, Mathematical Economics, Londen 1956, p. 603-607.
R. Dorfman, P. A. Samuelson, R.M. Solow, Linear Programming and
Economic Analysis, p. 381-388.
S. Karlin, Mathematical Methods and Theory in Games, Programming
and Economics, p. 335-338.
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Binnen het kader van deze veronderstellingen wordt gestreefd
naar een zodanige produktie, dat van een evenwichtige groei
sprake is. Onder evenwichtige groei wordt dan verstaan: een
groei, waarbij de produktiestructuur niet verandert in deze zin,
dat de verhouding tussen de intensiteiten, waarmee de technieken
worden toegepast, constant blijft. Dit houdt in dat de intensi-
teiten zelf wel mogen veranderen, maar dan in dezelfde verhou-
ding, zodat het produktieproces niet kapitaal- of arbeidsinten-
siever wordt.
Het model
Voordat deze veronderstellingen worden overgebracht in de nota-
tie welke in par. 2 van dit hoofdstuk gebruikt is, moet eerst
de volgende opmerking worden gemaakt: afhankelijk van de ver-
houding in de beginsituatie zal het lijnstuk AC of CB van gra-
fiek 16 relevant zijn. In het eerste geval wordt c geproduceerd
met de kapitaalintensieve en arbeidsintensieve methode en i al-
leen   met de kapitaalintensieve techniekl). terwijl   in   het   twee -
de geval alleen bij de i-produktie substitutie tussen arbeid en
kapitaal mogelijk is. Verondersteld wordt nu, dat de produktie-
omvang weer te geven is met een punt op het lijnstuk AC (zie
grafiek 16) . Dan geldt:2)
acl cl (t +1) + ac2 c2 (t +1) +a i l i l(t+1) =
1
1                                                   (2.3a.1)
O       cl  (t) +0 C2 (t)
cl cl c2 c2
Kcl Cl  (t + 1) + KC2 (2 (t + 1) + Kil il (t + 1) = vi    il (t)
(2.3a.2)
1) De marginale substitutieverhouding van arbeid t. o.v. kapitaal
van de i-producent is kleiner dan dit van de c-producent (zie
par. 2).
2) Voor CB geldt mutatis mutandis hetzelfde.
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R en K zijn de inputcoofficidnten en 0----, 0---- , 9----  de
cl cl   C2 C2     11 11
outputquoten per eenheid cl• c2 of il.
In de periode t wordt een bepaalde hoeveelheid c voortgebracht.
Kent men het levensonderhoud van de arbeiders (0), dan kan uit
de produktie van c-goederen in de vorige periode bepaald worden
hoeveel arbeiders in het begin van de volgende periode beschik-
baar zijn. Het rechter gedeelte van de eerste vergelijking is
dus slechts een andere weergave van 1 (t).
Deze arbeidseenheden worden in de periode t+1 voor de c- en
i-produktie ingeschakeld. De produktie geschiedt voor het c-goed
met twee technieken. voor het i-goed met 66n. Uit de i-produk-
tie in t wordt op dezelfde wijze de kapitaalgoederenvoorraad
voor t+1 bepaald. Zo wordt de output van de eerste periode de
input in de tweede. met behulp waarvan de produktie in t+1
volgens de bekende technische mogelijkheden (met behulp van a
en K) wordt voortgezet. In feite is dus de output van de vorige
periode de beperkende factor voor de produktie in de volgende
periode, d.w.z. deze output speelt de rol van produktiefactor.
De input-output-verhouding is hier weergegeven in vergelijkingen.
Algemener zou men kunnen uitgaan van ongelijkheden maar in de
1)
vorige paragraaf is naar voren gekomen, dat volledige inschake-
ling van produktiefactoren bij de geldende technische verhoudin-
gen binnen bepaalde grenzen steeds mogelijk is. Van ongelijkhe-
den is slechts sprake als din factor overvloedig is.
De groeifactor
In de verhouding waarin de produktietechnieken worden toegepast.
komt bij evenwichtige groei, zoals deze door Von Neumann wordt
gedefinieerd, geen verandering. Dit houdt bij vaste technische
co fficionten (constant returns to scale) in, dat ook de ver-
houding tussen de produktie van arbeid en kapitaal (cl + C2 en
il) dezelfde blijft. Omdat bovendien de produktieverhouding tus-
sen de consumptiegoederen, voortgebracht volgens de kapitaal-
1) Von Neumann gaat uit van ongelijkheden en komt aldus tot ver-
dergaande conclusies over groei en rendement. Deze worden
hier niet behandeld.
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intensieve techniek,   en die volgens  de arbe idsintensieve   tech -
niek per definitie niet mag veranderen, impliceert evenwichtige
groei:
Cl (t + 1) c 2 (t + 1) il (t + 1)=     = =P (2.38.3)
Cl (t) C2 (t) il (t)
De tijdsindices kan men nu elimineren via substitutie van (2.3a.3)
in (2.3a. 1) en (2.3a.2):
1
P (aclcl + ac2 c2 + ailil)=0     01 +0 C2    (2.3a. 4)
cl cl C2 C2
P  (Kc    c,   +  Kc     c2  +  Ki     il)   =_l i (2.3a. 5)
1  *    2       1      V.     111 il
Onder de hypothese, dat elke arbeider een c-goed als noodzakelijk
levensonderhoud nodig heeft en elke verbruikte kapitaaleenheid
vervangen wordt door 66n i-goed (dus 0-    = 0 =Vii - 1) l cl C2 C2 1   1
en rekening houdend met de volgende definities:
cl + c2= c
il = i
-     -
1  = Kcl - KC2
 c   ac  Kc  -a   K
(zie (2.2.9)
2   1    cl  c2
-    -
1    ac2 - aclr=a K -a K (zie (2.2.10)
c    C2 cl cl  c2
kan uit de vergelijkingen (2.3a. 4) en (2.3a. 5) worden afgeleid
dat de groeifactor gelijk is aan:
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-S-   + +
aC   KC
P =     1- (2.3a. 6)
/   Kil        a,   \c +I--r +  11-   i
\"C    ac /
Het rendement
In navolging van de vergelijkingen (2.2.5) t/m (2.2.8) en
(1.4a.22), (1.4a.23), (1.4a.24) zijn de prijsvergelijkingen in
dit model:
-   -        -   -
Pc (t) = acl PL (t) + Kcl PR
(t) (2.3a.7)
-  -       -   -
Pc (t) = ac2 PL (t) + Kc2 PR
(t) (2.3a. 8)
-  -
Pi (t) = ail PL (t) + Kil PR
(t) (2.3a. 9)
PL (t) = 1 (2.38.10)
PL (t) i PL (t) + Pc (t) (2.3a. 11)
PR (t) = PR (t) + pi (t) (2.3a. 12)
PL (t) <. P. Ct, h (2.3a.13)r=
Pc   (t )            pi    (t)   
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Uit dit stelsel is met behulp van de definities van (2.2.9) en
(2.2.10) af te leiden, dat:
PR (t)   Sc
PL (t) - c
en
Pc      (t)     =    dc    PL     (t)     =    *c     ER     (t)
Hieruit volgt, in samenhang met (2.3a. 9)
»,          2,1 
pi   (t)  =   al T-1  + F'  j  PR  (t)
<C  C)
en
Gil   Kil _ pi (t)
+- (2.3a.14)
 c  c Pc (t,
In samenhang voorts met (2.3a. 13):
Pi (t)   dc = PR (t) (2.3a. 15)
pc  (t)     ac     PL  (t)
Het bruto feitelijk rendement wordt dus:
1
1
r.7 = f- (2.3a.16)





Het bruto feitelijk rendement moet voor elke produktiefactor ge-
lijk zijn. omdat alleen dan tot uitbreiding van arbeid en kapi-
-        -
taa] wordt overgegaan als de opbrengstwaarde (PL (t) en PR (t))
t.o. v. de vervangingswaarde (Pc (t) en Pi (t)) voor iedere fac-
tor gelijk is (zie beschouwing bij (1.4a.24)). Wordt nl. door
uitbreiding van de ene factor reiel meer verdiend dan door uit-
breiding van de andere. dan zal de eerste factor bij de produk-
tie de voorkeur verdienen.
In (2.3a. 16) is weergegeven dat dit bruto feitelijk rendement
gelijk is aan het grensprodukt van arbeid of beter van die pro-
duktiefactor welke volgens twee technieken "geproduceerd" moet
worden. De c-produktie zal hier volgens twee produktietechnieken
geschieden, omdat   be ide   deze 1fde kosten hebben  en  deze 1fde   meer-
waarde opleveren. Overschakeling van de ene naar de andere tech-
niek zal dus geen verhoging van het rendement tot gevolg hebben.
Door Schouten werd reeds afgeleid, dat de verhouding van de belo-
ningsvoeten van arbeid en kapitaal gelijk is aan de marginale
substitutieverhouding van de produktiefactoren, en dat de prijs-
verhouding van c en i gelijk is aan de hellingshoek van het re-
levante   stuk  van  de   lij n  van de meest efficiente produktiemoge-
lij kheden en daarmee  eelijk  aan de desbetreffende substitutie-
verhouding (2.3a. 14)1'.
Daar verder de c- en i-produktie slechts een tussenweg is voor de vergro-
ting van de produktiefactoren arbeid en kapitaal en het bruto rendement
van beide produktiefactoren  geli ik  is,  kan hier bovendien worden afgeleid,
dat de marginale substitutieverhouding van de produktiefactoren geliik is
aan die van de eindprodukten (2.3a. 15).
Nu in de prijsvergelijkingen blijkt, dat
A  - \
38   -<ail   .  Kil   \1
%  \,50   lic j gaat vergelijking (2.3a.6) over in
p =il (2.3 a. 17)
C
1) Exacte Economie, pag. 127 en 130.
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De groeifactor (p) en de rendementsfactor (r) zijn wederom aan
elkaar  ge lij k "The interest factor  and the coufficiant of expan-
sion of the economy are equal and determined by the technically
possible processes"1)
Slotopmerkingen
- Daar de relaties ter bepaling van de volume- en prijsgrootheden
en bloc zijn weergegeven, is het niet nodig alle vergelijkingen
te herhalen (zie (2.38.1) t/m (2.38.3) en (2.38.7) t/m (2.3a.13)).
- Von Neumann leidt de gelijkheid van de rendementsfactor en de
groeifactor op een andere wijze af. Zijn bewijsvoering luidt
in  de  symbolen  van deze studie: na vermenigvuldiging  van
(2.38.4) en (2.38.5) respectievelijk met Pc en pi is:
0 1   cl Pc + 0-1  cz Pc + V--1  il pi
Cl Cl c2 C2 il il
P=
acl cl Pc  +   c2 c2 Pc + ail il Pc + Kcl cl Pi  + Kc2 c2 Pi  + Kil il Pi
(2.3a. 18)
Indien men in (2.3a. 7) t/m (2.3a. 9) PL (t) en Pit (t) met behulp
van (2.3a. 13) vervangt door rPc (t) en rpi (t) en de leden van
de drie vergelijkingen daarna vermenigvuldigt met respectieve-
lijk cl• C2 en il verkrijgt men voor r dezelfde uitkomst als
voor p. Daar de teller van deze relatie de opbrengst en de noe-
mer de kosten van het produktieproces weergeeft (Pc = reproduk-
tiewaarde van arbeid; Pi = vervangingswaarde van kapitaal) is
(r) dus gelijk aan de verhouding tussen deze grootheden.
In woorden betekent dit, dat, indien alle meerwaarde, bii handhaving van
eenzelfde produktiestructuur, voor extra produktie wordt bestemd, het to-
tale rendement en de produktie-index aan elkaar geli ik ziin.
1) J. Von Neumann, Review of Economic Studies, 13, pag. 8.
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Cijfervoorbeeld 11
-    -
Gegeven : voor a en K: zie cijfervoorbeeld 10,
c (t) = 1400 i (t) = 1900
0         O c c  =Vii  =lC l c l=     2  2'    1  1
Gevraagd: de volumina  en de prijzen.
Oplossing:
p {1/5 cl + 7/15 (1400 - cl) + 2/15 . 1900} = 1400 (2.3a. 4)
.p--58
p {2/5 cl + 2/15 (1400 - cl) + 7/15 . 1900} = 1900 (2.3a.5)
c (t) = 1400 - c (t + 1) =.7000
3
i   (t )  =  1900  ---*  i   (t  +  1)   =  9500
3
r J E-  PL (t) + %1 PR (t)] = PL (t)1  ul
r   <  ac2  -4   (t)   +  Kc2   -4   (t)]  =  PL   (t)
zie (2.3a. 7) t/m
(2.3a. 13)
r  {  a i l   EL   (t)   +  x i l   PR   (t) ]  =  ER   (t)      -
PL (t) = 1 PL    (t)   =   1       Pc    (t)    =   3/5
-        -
r =PL
(t) PR (t) PR (t) = 1  pi (t) = 3/5
Pc (t) Pi (t)
r = 5/3
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Nationaal inkomen in t e n t+1
t                                       t+1
Volume x prijs = Volume x prijs =
waarde waarde
c(t) . Pc(t)=1400x3/5= 840  c(t+1) . Pc(t+1)=7000/3 . 3/5= 1400
i(t) . Pi(t)=1900x3/5= 1140 i(t+1) . Pi(t+1)=9500/3 . 3/5= 1900
subtotaal 1980 subtotaal 3300
6 y(t) (totale rende- 8 y(t+1)  (totale rendement  =
ment)=(5/3 - 1) . 1980=1320 (5/3 - 1) . 3300 = 2200
Totaal 3300 Totaal 5500
b) Het model van Malinvaud
De kritiek op het model van Von Neumann
In navolging van de door Leontief gegeven definitie van evenwich-
tige groei. is in het model van Von Neumann als voorwaarde voor
de ontwikkeling geste ld.   dat de verhouding tussen de intensiteiten
waarmee de technieken worden toegepast. constant blijft. Tezamen
met de veronderstelling, dat het produktieproces circulair is.
geeft deze evenwichtsvoorwaarde aan het model van Von Neumann een
zeer beperkte realiteitswaarde. Uit de produktiemogelijkheden van
de beginperiode wordt door de structuureisen een bepaalde produk-
tie als de ideale gekozen, ook voor de toekomst. Een afwijking in
66n van de volgende perioden is niet mogelijk. De verdeling van
de totale produktie over c- en i-goederen en daarmee de consump-
tie- en investeringsmogelijkheden liggen  voor alle perioden  vast.
Het model van Malinvaud
Uitgaande van het statisch model van Schouten wordt nu een groei-
model ontwikkeld, dat aansluit bij het bredere dynamische model
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van Malinvaud . Dit model laat de keuze tussen consumeren en in-1)
vesteren in elke periode bestaan.
In elke periode is er nl. een volledige lijn van meest efficien-
te produktiemogelijkheden en de economische subjecten kunnen elk
tijdsinterval opnieuw kiezen. welk punt op deze lijn zal worden
gerealiseerd.
In een artikel in Econometrica wordt, in wiskundige vorm, het
volled ige model   ontw ikke ld.   Ve le   van de voorwaarden welke  daar
worden genoemd, zijn in het voorafgaande reeds expliciet of im-
pliciet aangegeven, zodat het niet nodig is deze passages hier
opnieuw te bespreken  (o. a. optelbaarheid en deelbaarheid  van  de
activiteiten; efficiente en optimale produktie). Verder worden,
om aansluiting bij het model van Schouten te verkrijgen, enkele
vereenvoudigingen ingevoerd, zoals vaste technische codfficien-
ten en overvloed van natuurlijke hulpbronnen.
Gaat men in het statische model van Schouten uit van de directe
in plaats van gecumuleerde factorquoten, dan kan men stellen, dat
tussen het eerste uiterste punt (produktie van cl en c2) en het
derde (produktie van c2 + il) de transformatiefunctie aldus luidt
(zie (2.2.3)):
/  il 2il 
c = -   ac-- +Ac ,  i + ac T +t  
Door het aanbrengen van tijdsindices kan met deze vergelijking
een dynamisch model worden opgebouwd. Verondersteld wordt nu.
dat door het aanwenden van arbeid en kapitaal in de periode t,
in t+1 consumptie- en investeringsgoederen voor verbruik be-
schikbaar zijn. De consumenten bepalen hoe de verhouding tussen
deze twee soorten eindprodukten zal zijn. De investeringsgoede-
ren worden gebruikt voor vervanging van de verbruikte kapitaal-
eenheden en eventuele vergroting van de produktiecapaciteit, de
1) E. Malinvaud, Capital accumulation and efficient allocation
of resources, Econometrica, 1953 p. 233.
Tj. C. Koopmans, 3 essays on the state of economic science,
New York 1957, p. 105-126.
116
consumptiegoederen worden gevraagd door de arbeiders, wier aan-
tal per tijdseenheid gegeven is.




c (t + 1) + l r' +T-,l ji (t + 1) =4- T (t) +  k (t)\ 0  0/     0    0a K
(2.3b. 1)
de aanbodsfunctie van kapitaal, betreffende de kapitaalgoederen-
voorraad op het einde van periode t:
i (t) = k (t) (2.3b.2)
de aanbodsfunctie van arbeid; de beschikbare beroepsbevolking op
het einde van periode t:
T (t) = gegeven (2.3b.3)
In elke periode staan de economische subjecten voor het keuze-
probleem: "Is het efficient nu te sparen om aldus de produktie
in  de  toekomst  uit  te  bre iden?" Het verloop  van de ontwikkeling
van de economische grootheden (c, i, en k) is nu geheel afhanke-
lijk van de oplossing, die de economische subjecten in elke pe-
riode opnieuw, aan dit keuzeprobleem geven.
Uitgaande van het gegeven model is vanuit elk punt van de lijn
van de meest efficiente produktiemogelijkheden van de periode t,
d.w.z. bij elk mogelijk efficient investeringsvolume, met de ge-
geven hoeveelheid arbeidseenheden op het einde van t, een produk-
tielijn van t+l t e berekenen. De verbinding van de uiterste
punten van deze lijnen vormt weer een gebroken lijn, gelijkend
op de enveloppes van het model van Dorfman-Samuelson-Solow (zie
o.a. grafiek 14). In tegenstelling tot het laatstgenoemde model
zijn echter thans arbeid en kapitaal steeds volledig in het pro-
duktieproces ingeschake ld, hetgeen mogelij k wordt gemaakt  door




Het effect van een vermindering van de vraag naar consumptie-
goederen in t is, dat er, bij volledige inschakeling van de pro-
duktiefactoren in een efficient programma, meer investeringsgoe-
deren geproduceerd zullen worden. Door de vergroting van het in-
vesteringsvolume in t zal de kapitaalgoederenvoorraad groter
zijn (zie (2.3b.2)), zodat de lijn van de meest efficiente pro-
duktiemogelijkheden zich verder van de oorsprong verwijdert. De-
ze grotere produktiecapaciteit kan weer voor de produktie van c-
en i-goederen worden aangewend. Steeds staan de economische sub-
jecten voor een keuze. Dit keuzeprobleem is voor de volkshuis-
houding een economisch probleem. De economische subjecten moeten
in elke periode beslissen of zij nu meer zullen consumeren of,
via grotere investeringen ten koste van de meer-consumptie van
nu,   de consumptiemogelij kheden  van de toekomst zullen vergroten.
Deze keuze wordt natuurlijk bepaald door het resultaat van de
toename van de investeringen.
Om het effect van de meer-investeringen goed te meten, zal van
twee vraagsituaties worden uitgegaan (I en II). Schematisch kan
men deze aldus weergeven.
t t+1 t+2 t+3
Situatie c(t); i(t) c(t+1); i(t+1) c +Ct+2); i(t+2) c(t+3); i(t+3)I
Situatie
c(t); i(t) c (t+1);i-(t+1) c(t+2);  i(t+2) c(t+3); i(t+3)II
In t wordt dus in I en II hetzelfde geproduceerd en gevraagd zo-
dat de hoeveelheid arbeid (2.3b.3) en kapitaal (2.3b.2) op het
einde van t gelijk zijn. In t+1 groeien de situaties uit elkaar:
in  II  worden  nl. meer consumptiegoederen  (c +   (t  +  1))  en dus
minder i-goederen (i -  (t + 1)) geproduceerd dan in I. Het ef-
fect van dit verschil in produktie is:
A      xi \
I : c  (t + 1) 4 F-1 + 3Flli (t + 1)=11(t)+-1„ i  (t)
\CO      Ke /                   ao             KC
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Al   *1 \
II:  c+ (t + 1) + 1-Fl +71 I  i- (t + 1) =*- 1 (t) +4- i (t)
\«c    „c /               ac         „c
II - I:
/ai   K. \c+  (t +1) -c(t + 1)=1-F  + Tlj  {i (t +1) -  i- (t+1) }
 ac        Kc /
Indien dus in situatie II 66n eenheid c meer geproduceerd wordt
dan in situatie I is het verschil in i (t + 1) gelijk aan
1          P.,-    -   =v- (zie (2.3a. 14) (2.3b.4)
  ail        Kil            Pi
(-r   +  1-IJ  C    KC/
De hogere produktie van investeringsgoederen in situatie I t.o.v.
II heeft tot gevolg, dat in het begin van t+2 meer kapitaalgoe-
deren voor de voortbrenging van c-goederen beschikbaar zijn. Om-
dat in t+2 d e produktie van i i n beide situaties gelijk is ver-
ondersteld (zie schema) kan de extra investering in situatie I
worden aangewend voor meer consumptiegoederen. Het effect kan uit
(2.3b. 1) direct worden bepaald. Het grensprodukt van kapitaal
uitgedrukt in c-goederen is nl. 4 , zodat in situatie I
K
C
11 _Pc = , _     _  .= r   meer c (t + 2) beschikbaar is dan
 c     Pi        ,    a il. 2 A in II.\ aC   KC j (2.3b.5)
PCPer gespaard consumptiegoed  komt  dus- kapitaalgoed beschikbaar
1  Pc      Pidat  in de volgende periode 7 - consumptiegoed kan voortbrengen.
KC Pi
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(2.3b.5) stelt derhalve het grensprodukt voor van 66n opgeof-
ferd consumptiegoed. uitgedrukt in consumptiegoederen van de
volgende periode (marginaal rendement van de besparingen). Zo-
lang het produktiepunt zich op hetzelfde stuk van de lijn van de
meest efficiente produktiemogelijkheden blijft bevinden, is het
marginale rendement  van het consumptie-offer gelijk  aan  het  ge-
middelde feitelijk kapitaalrendement.
De discontovoet
De consumenten in situatie I zullen echter met deze vermindering
van c-goederen in t+1 slechts genoegen nemen als de constante
waarde  van de toekomstige hogere consumptie tenminste gelijk   is
aan de waarde van de hoeveelheid welke nu wordt opgeofferd.
Dit houdt in:  Pc (t + 1) {c+ (t + 1) - c (t + 1)} =
pc   (t   +2){c+    (t   +2)-c   (t   +2) }
r*                                        (2.3b.6)
Hierin stelt (r*) de discontovoet voor, met behulp waarvan de
consumenten de toekomstige consumptie disconteren om deze verge-
lijkbaar te maken  met   de   huid ige consumptie (gewenste rendement).
Daar bij onveranderlijke substitutieverhouding van c en i (deze
geldt voor alle produktiepunten welke liggen op hetzelfde rechte
stuk van de gebroken lijn van de meeste efficiente produktiemoge-
lijkheden: zie AC van grafiek 16) de prijsverhouding
c- constant blijft, kan men stellen. dat, - als tevens de geld-
Pi
hoeveelheid aangepast wordt aan de stijging van de produktie -
ook de absolute prijzen constant zullen blijven (Pc (t + 1) =
Pc (t + 2)). Uit (2.3b.5) en (2.3b. 6) volgt dan bij een gelijk-
heid van feitelijk en gewenst rendement als algemene norm voor
keuze tussen consumeren en investeren:
r. e (t +2) -c (t +2)=    1 =r (2.3b.7)
c+(t+1)-c(t+1) / a.         K,  \
 ,1 P  .P I
(C  C)
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Ook op een andere wijze kan men uit de gegevens de discontovoet
bepalen. In periode t+1 nl. wordt in situatie I een relatief
grotere hoeveelheid i voortgebracht. Deze goederen hebben een
bepaalde waarde nl. pi (t + 1) {i (t + 1) - i- (t + 1)}. De
waarde van de consumptieve output van deze extra investering in
t + 2 is gelijk aan Pc (t + 2) {c+ (t + 2) - c (t + 2)}. De ex-
tra winst als gevolg van de besparing, d.w.z. het effect van het
afzien van consumptiegoederen ten behoeve van de produktie van
investeringsgoederen is:
pc  (t + 2)  {c   (t +2)  -c  (t +2)}-pi  (t +1) {i (t + 1)-i-(t + 1)}
Pi   (t  +  1){i   (t  +  1)   -   1-    (t  +1) }
(2.3b. 8)
Conclusie
Noemt  men het effect  van de besparing het margi nale verwachte rendement
van de besparingen, dan kan men stellen, dat dit marginale rendement en
de discontovoet van de consumenten, waarmee  zi i toekomstgoederen en
hedengoederen vergel iiken, aan elkaar geliik moeten  ziin.
Over deze gelijkheid van bedoeld rendement en discontovoet zegt
Boulding: "... the rate of return in an enterprise is that rate
which will make the present value of the product of input which
is now going into the enterprise equal to the value of that in-
put. The product of a given year' s input will in general be
greater in value than the input itself. but will appear of a later
date; the rate of discounting necessary to bring the present
value of the product down to the value of the input  which pro-
duces it, is the rate of return in the enterprise"
Aan de groei   van de kapitaalvoorraad zijn echter   in   het   mode 1
van Schouten en dus eveneens in dit dynamisch model, grenzen ge-
steld. Het is nl. mogelijk dat een vergroting van de voorraad
kapitaal geen verhoging van de consumptie tot gevolg heeft, omdat
kapitaal t.o.v. arbeid absoluut overvloedig wordt. Als nl. de
1) K. E. Boulding, The theory of a single investment, Quarterly
Journal of Economics, j. 49, p. 485.
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hoeveelheid k zo groot is t.o.v. T. dat zelfs bij de meest kapi-
taalintensieve produktie van c en i (cl en il) niet alle kapi-
taaleenheden in het proces kunnen worden ingeschakeld, is van
kapitaalovervloed sprakel). Daar dan de toekomstige consumptie
door een verlaging  van het huidige verbruik  niet  meer kan toene -
men, heeft de besparing geen rendement en zal er dus niet ge-
spaard worden.






2/15 Ri  = 5/11
1                                                                                    2
K-       = 2/5 KC     =  2 /15 Ki  = 7/15 Ki  = 5/16v1             2              1              2
1 (t) = 1400; 1 (t + 1) . 700031 (t + 2) -
35000 ; k   (t)   =  1900
3                     9
Het lijnstuk tussen het eerste en derde uiterste punt is:
/0-0   2. \
c (t + 1) + ·-<1+.*IL/   i (t + 1)=-<1 (t) +  k (ti
dus c (t + 1) + i (t + 1) = 5/3 . 1400 + 5/3 . 1900
-    -
PL = PR = 17,5; Pc = Pi = 10.5; PL = PR = 7 (cijfervoorbeeld 10).
Het gekozen schema is:
t+1 t+2
c(t+1) i(t+1) c(t+2) i(t+2)
Situatie I 3500 2000 46100/9 2100
Situatie II 3600 1900 44600/9 2100
Situatie I - II -100 +100 500/3        0
1) D. B.J. Schouten, Exacte Economie, p. 139-141.
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In t+1 worden dus in situatie I 100 consumptiegoederen minder
gevraagd. Omdat de substitutieverhouding tussen c en i gelijk
is aan
/ ai           Ki A1
1 TI-  + ·K=-     =
1, resulteert deze besparing  in een verhoging
van de produktie van investeringsgoederen van 100. Als k (t + 1)
500toeneemt met 100 kan de hoeveelheid c (t + 2) toenemen met -3- .
In periode t+2 kan men produceren:
i (t + 2) = 2100
46100c (t + 2): I: -
9
I-II: 15.00 = 500
II: 44600 93
9
De meeropbrengst voortvloeiende uit de besparing is dus 5/3 x de
besparing, zodat het marginale rendement bruto gelijk is aan
5/3 en netto aan 2/3.
35000In t+2 i s d e produktie dus weer gebaseerd op 1(t +2) -   9
en k (t + 2) = 2100, zodat de lijnen van de meest efficiente pro-
duktiemogelijkheden van I en II weer samenvallen.
Ook met behulp van (2.3b. 8) kan het netto-effect berekend worden:
Pc<t+2){c+(t+2) -c (t+2)} -pi (t+1){i(t+1) - i - (t+1)}
=Pi (t +1) {i(t+1) -i- (t+1) }
21   500   21
T·  T  -T ·  100 =2




c) De modellen van Marx en Walras
In de voorafgaande gedeelten van deze part, t.raaf zijn enkele dy-
namische modellen met substitutiemogelijkl eden tussen kapitaal
en arbeid geanalyseerd. Deze modellen waren echter zeer eenvou-
dig.    In   het   mode 1  van Von Neumann  was  de   e is   van de "produktie
van  arbeidskrachten" erg Malthusiaans getint, terwij 1  in  het  mo-
del van Malinvaud het rendement van besparingen slechts door een
vergelij king  van twee produkt ieschema' s kon worden verklaard.    In
het volgende zullen meer volledige modellen ontwikkeld wordenl).
Voor wat de technische structuur betreft, wordt ook nu uitgegaan
van het model van Von Neumann. Dit houdt in, dat er substitutie
tussen de produktiefactoren  arbeid en kapitaal kan plaatsvin-
den, dat er constante meeropbrengst is binnen het substitutie-
gebied en dat de groei in het model wordt opgenomen.
In  afwij king  van Von Neumann wordt thans. evenals   in het laatste
model van het eerste hoofdstuk, gesteld, dat de arbeidsbevolking
toeneemt met een vast percentage, dat de arbeiders hun loon (o. a.
meerwaardeloon) uitsluitend consumptief besteden en dat de kapi-
taalbezitters hun inkomen aanwenden zowel voor consumptiegoederen
als voor investeringen.
In dit meer algemene model zullen nu enkele ideedn van twee klas-
sieke auteurs, t.w. Marx en Walras, worden opgenomen.
Substitutie
De vraag kan gesteld worden of het verantwoord is in de modellen
van de genoemde klassieke auteurs een produktiefunctie met sub-
stitutiemogelijkheden op te nemen. Samuelson zegt hierover2) :
"It may be reasonable to believe that Marx, like Ricardo and other
early writers. unlike modern neoclassicists. never explicitly
thought about that properties of the production function (a
1) M. Morishima, Economic expansion and the interest rate in gene-
ralized Von Neumann models, Econometrica, april 1960, p. 352 e.v.
P. A. Samuelson, Wages and interest: a modern dissection of
Marxian economic models, The American Economic Review, 1957
pag. 884 e. v.
2) P. A. Samuelson, Wages .... p. 906.
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concept not yet explicitly defined or named) he wished to posit.
It would be reading into him things that he would not recognize
to claim a smooth production function with infinite substitution
possibilities. On the other hand, hel  speaks again and again of
alternative techniques".
In het algemeen2)'geeft men de theoriedn van Marx en Walras weer
in modellen, waarin complementariteit van produktiefactoren is
verondersteld. Hier wordt echter beperkte substitutie in het mo-
del opgenomen, om te laten zien hoe bepaalde conclusies van Marx
en Walras ook dan naar voren komen.
De modellen
In  tegenstelling  met de behandeling  van de denkschema' s  die  in
de beide voorafgaande delen aan de orde waren, worden hier de
modellen volledig weergegeven.
1) Het model van Marx
Produktievergelijkingen:
/ai   xi \
c  (t  +  1)  +   1  + .* 1    i  (t  +  1)= ·   T  (t)  + ·    k  (t)
(2.3c. 1)




i  (t  +1)  =k  (t  + 1) (2.3c.4)
1) o.a. K. Marx, Das Kapital, hoofdstuk 3: "Dasselbe Quantum Ar-
beit liefert mehr Metalle in reichhaltigen als in armen Minen".
2) zie o.a. D. B.J. Schouten, Exacte Economie.
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Prijsvergelijkingen:
Pc = 4. (Rcl Pc + Kcl Pi)
(2.3c.5)
Pc =4. (ac  Pc +K c Pi) (2.3 c.6)22
Pi =C. (a:  P- + Kil
pi) (2.3c.7)
11  .
-    -
PR-PL=c (2.3c.8)
Pi   Pc
Quantiteitsfunctie:
PL - 1 (2.3c. 9)
Inkomensvorming:
L (t + 1) = I (t + 1) Pc (2.3c.10)
Z (t) E (C - 1) {T (t) Pc + k (t) Pi}
E (C - 1) {c (t + 1) (Sc Pc + Kcl Pi)+1
i   (t  +  1)   (ai    Pc  +  xi Pil} (2.3c. 11)11
D (t) E k (t) Pi (2.3c. 12)
Inkomensbesteding:
c(t+1)Pc=L(t+1)+7R Z (t) (2.3c.13)
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Het model omvat dertien vergelijkingen met 13 onbekenden. De
onbekenden zijn:
c (t + 1); i (t + 1); 1 (t + 1); p; k (t + 1); Pc; Pi; PRi PL;
C - 1 (profitrate van Marx); L (t + 1) (inkomen van de arbei-
ders); Z (t) (meer-inkomen van de ondernemers): D (t) (waarde
van de verbruikte kapitaaleenheden).
Gegeven zijn: 7R : de consumptiequote van de ka-
pitaaleigenaren,
T (to) en k (to): de beginvoorraad van de pro-
duktiefactoren.
a en K : de technische coiifficiSnten.
2) Het model van Walras
Prijsvergelijkingen:
-   -       -
pc = ac  PL + (r) K. Pi (2.3c.5' )1                          "1
-   -       -
pc = ac  PL + (r) Kc Pi (2.3c.6' )22
Pi = ai  PL + (r) Ki Pi (2.3c. 7' )11
PR = r (2.3c.8' )
Pi
Quantiteitsfunctie:
PL= 1 (2.3c.9' )
Inkomenvorming:
L(t+1)=I(t)PL (2.3c. 10')
Z (t) + D (t) = (r) k (t) Pi (2.3c. 11' )
De andere vergelijkingen. de onbekenden en de gegeven groothe-
den zijn gelijk aan die van het model van Marx.
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Opmerkingen over de modellen
In  de  produktievergelij king wor(it dus. zoals   in het voorafgaande
vermeld, aangenomen. dat elk produkt op twee wijzen kan worden
voortgebracht nl. karitaalintensief en arbeidsintensief. Evenals
in de voorgaande paragrafen, is ook hier verondersteld, dat al-
]een c volgens twee methoden wordt geproduceerd (2.3c.1). Ten
aanzien van het aanbod van arbeidseenheden wordt de "arbeiders-
produktiefunctie"  van Von Neumann verlaten en expliciet gesteld,
dat er een vast algemeen groeipercentage van de arbeidende be-
volking is, onafhankelijk van de produktie van c-goederen
(2.3c.2). Dit groeipercentage wordt ook aangehouden voor de toe-
name van de kapitaalgoederenvoorraad (2.3c.3) en (2.3c.4). Ge-
eist wordt dus dat de verhouding van arbeid en kapitaal constant
blijft. Er is zo een "gle ichmdssig fortschreitende Wirtschaft".
welke omschreven kan worden als: "een volkshuishouding, waarin
alle volumina, dus in ons voorbeeld de produktie van consumptie-
en investeringsgoederen. de bevolking, de kapitaalgoederenvoor-
raad en de geldvoorraad, bij gelijkblijvende prijzen en belo-
ningsvoeten exponentieel groeien d.w. z. van jaar tot jaar met een
constant percentage toenemen„l  m. a.w. "each component of the
intensity vector increases (or decreases) by a constant percent-age  for  unit of time"2)
Tot   nu toe werden de verge lij kingen besproken  we 1ke in beide   mo-
dellen gelijk zijn. In de prijsvergelijkingen treedt echter een
groot verschil naar voren. Marx neemt aan, dat zowel over ar-
beidsloon als kapitaalkosten winst wordt gemaakt, terwijl bij
Walras alleen over de kapitaalkosten feitelijk rendement wordt
verkregen. Het meerinkomen van de kapitaalbezitters wordt door
hen dus verschillend gedefinieerd. "As for the unit cost of
production there are at least two definitions which are historic-ally  important: the first  is  Marx' s definition and the second
Walras' s3)„.
1) F. de Roos en D.B.J. Schouten, Groeitheorie, Haarlem 1960, p. 50.
2) M. Morishima, Econometrica, 1960, p. 356.
3) M. Morishima, Econometrica, 1960, p. 353.
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Het verschil in opvatting tussen Marx en Walras is echter meer
dan een verschil in definitie. In de leer van de uitbuiting van
de arbeiders wordt nl. door Marx gesteld, dat alle winst te ver-
klaren   is  door het versch il in gebruikswaarde (waarde    van  de
produktiviteit; PL) en ruilwaarde (onderhoudskosten; Pc) van de
factor arbeid. Als arbeid echter schaars is, hetgeen in een model
met een arbeidsintensieve en arbeidsextensieve techniek wordt
verondersteld, zal er ook meerwaarde aan arbeid toevallen. Marx
neemt daarentegen aan, dat deze meerwaarde (gebruikswaarde minus
ruilwaarde) uitsluitend aan de kapitalisten ten goede komt en
dat de arbeiders slechts de ruilwaarde (Pc) ontvangen. Zo ontvan-
gen de kapitaaleigenaren niet alleen rendement over het vaste
kapitaal, maar ook over de arbeidskosten. In (2.3c.5) t/m (2.3c.8)
worden de betreffende prijsvergelijkingen gegeven. In deze ver-
gelijkingen komt een zeer bijzonder begrip van de waarde m. n.
van die van de kapitaalgoederen naar voren. Dit begrip vindt men
telkens in de economische literatuur terug, ofschoon het op dit
positieve uitgangspunt van Marx gebaseerd is. Door Marx wordt
nl. omtrent de prijzen gezegd "Als Werte  sind alle Waren  nur  be-
stimmte Masse festgeronnener Arbeitszeit"l). Deze stelling  kan
men bijvoorbeeld voor de i-goederen aldus afleiden: de investe-
ringsgoederen (kapitaaleenheden) worden geproduceerd met Eil een-
heden arbeid en Kit eenheden kapitaal, de Kil eenheden kapitaal
weer met Ril eenheden arbeid en Kil eenheden kapitaal enz. De in
de i-goederen opgenomen arbeid is dus:




_   eenheden. Daar de door de kapitalisten betaalde prijs1-K
il van arbeid gelijk is aan Pc en over arbeid winst gemaakt
is, kan de waarde van een kapitaalgoed uiteindelijk aldus tot ar-
beidswaarde worden herleid;
1) Das Kapital, hoofdstuk 3.
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ai  C
pi = ail {C +4 2 Kil +C 3 Ki12 + ...} pc =l l K i  (P c
1
Deze stelling van Marx wordt in vergelijking met (2.3c.7) aldus
geformuleerd: pi = C (E,  p  + Ki  Pi), hetgeen hetzelfde is als
*l  c    1
a.  C
Pi = 1 -llil c pc
Hoewel er derhalve een fundamenteel verschil is in de priistheorie van
Marx en Walras, bliiken de bruto winstopslag  van  Marx en het bruto ren-
dement van Walras aan elkaar geliik te ziin
1
<=r= (zie (2.3c.5) t/m (2.3c.9); (2.3c. 14))/a.  K. \
'.EP . All)'C    C
De betekenis van deze factoren voor de priisvorming is echter geheel ver-
schillend, omdat  in het eerste model de winst betrokken  is op het total e
kapitaal (variabel (lonen) + vast) en in het tweede alleen op het vaste ka-
pitaal.
Het laatste onderscheid tussen de beide systemen wordt weergege-
ven in de vergelijkingen over de inkomenvorming. De arbeiders
worden in het model van Marx vooruitbetaald. omdat in het sys-
teem van Marx arbeid als koopwaar, zoals alle waren, betaald
moet worden voordat men er over kan beschikken. Het inkomen in t
is daarom dan ook reeds in t beschikbaar (2.3c. 10). Wordt echter
meer rekening gehouden met de realiteit door te veronderstellen,
dat de lonen (inclusief de meerwaarde) na het verstrijken van de
arbeidsperiode betaald worden, dan zullen de arbeiders het loon
voor het werk in de periode t eerst in t+1 ter beschikking heb-
ben (2.3c. 10'). De kapitalisten ontvangen in een bepaalde perio-
de een bruto inkomen, dat bestaat uit netto winst en afschrij-
vingen d. i. het vrijgekomen geld uit de verbruikte kapitaaleenheden.
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Dat de winst bij Marx gevormd wordt uit de winstopslag op lonen
en kapitaalkosten en bij Walras alleen door het feitelijk rende-
ment over de waarde van de gebruikte kapitaaleenheden werd reeds
besproken.
Conclusies
Past men de volgende bewerkingen toe op het model van Marx:
i(t+1)Pi Pi (t) pi = (1 - YR) (C - 1) {1 (t) Pc + k (t) pi} -
{1 (t + 1) - 1 (t)} Pc + k (t) Pi
p k(t)pi-k(t)pi+pl(t)Pc-1(t)Pc-
(1 - YR) (C - 1) {1 (t) Pc + k (t) pi}
dan moet worden geconcludeerd dat
p-1= (1-Y R) (C -1) (2.3c. 15)
Het groeipercentage (p - 1) bii Marx is dus afhankeliik van de investerings-
neiging en de winstopslag (zie hoofdstuk 1, par. 4). '.... the rate of growth
of the economy equals the rate of profit multipl ied by the rate of capital
„1)accumulation to surplus value   . Nu de consumptieneiging van kapitaal-
beziners opgenomen is in het model, ziin de groei factor en de rendements-
factor dus niet meer aan elkaar geliik, zoals o.a. in het model van Leontief.
"Since profits exceed net investment it is not the case that the
rate of profit on capital. in tranquil conditions, is equal to
the growth ratio of the economy. In general it is considerably
greater"2).
De consumptieneiging van de kapitalisten CYR) bepaalt mede de
reile groei. Alleen als 78 = 0 verkrijgt men de formule, analoog
aan die van Von Neumann nl.: p = C. Het groeipercentage en de
1) M. Morishima, Econometrica, 1960, p. 360.
2) J. Robinson, The accumulation of capital, p. 255.
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winstopslag zijn dus slechts in een zeer bijzonder geval aan el-
kaar gelijk.
Ook uit het geschetste model van Walras kan een soortgeliike formule
worden afgeleid nl.:
i (t + l) pi-k (t) pi + (1 -YR)(r -1) k (t) pi
(p-   1)=(1 -YR)(r-1) (2.3c. 15')
"the economy grows   at   a rate equal   to the product   of   the   capi -
talists' average propensity to save and the rate of profit on
capital' . Deze stelling is analoog met (2.3c. 15).
,1)
Cijfervoorbeeld 13
-             -
Gegeven  : ac  = 1/5 ac  = 7/15 ai  = 2/15   a.  = 5/111                       2                         1                       *2
KC = 2/5   K-  = 2/15   Ki  = 7/15   2:  = 5/161                     -2                         1                       *2
1 (t) = 1400 k (t) = 1900 )R = 5/8
Oplossing:    (na de bestudering  van de voorafgaande cij fervoorbeel-
den zal de lezer gemakkelijk de volgende uitkomsten
verkrijgen).
Het model van Marx:
c (t + 1) = 3125 i (t + 1) = 2375
1 (t + 1) = 1750 k (t + 1) = 2375
-    -
Pc = Pi = 3/5 PL-PR-1 (=5/3 P = 5/4
L (t + 1) = 1050 Z (t) = 1320 D (t) = 1140
1) M. Morishima, Econometrica, 1960, p. 362.
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Het model van Walras:
c (t + 1) = 3125 i (t + 1) = 2375
1 (t + 1) = 1750 k (t + 1) = 2375
-    -
Pc = Pi = 3/5 PR= PL= 1 r = 5/3 P = 5/4





In de voorafgaande hoofdstukken zijn idee6n van verschillende
auteurs weergegeven   in  de   vorm,   we 1ke door Schouten in 'Exacte
Economie" werd geintroduceerd. De veelal sterk mathematisch  ge -
tinte redeneringen  van deze auteurs  zij n daarbij in eenvoudige
wiskundige modellen samengevat. In navolging van Schouten werd
verder - in plaats van over een zeer groot aantal - slechts over
maximaal twee produktiefactoren, twee eindprodukten en twee tech-
nieken per produkt gesproken.
De nadruk viel op de betekenis die de technische co6fficiinten
voor bepaalde economische grootheden bleken te hebben. Alle be-
handelde theorie6n werkten nl. met dezelfde veronderstelling
t.a.v. de produktiefactoren en de eindprodukten maar - zoals ook
uit de indeling in hoofdstukken blijkt - de hypothese over de
technische mogelijkheden was telkens verschillend. In hoofdstuk
I werd aangenomen, dat voor de voortbrenging van elk goed slechts
66n produktietechniek bekend is (complementariteit), in hoofdstuk
II echter werd gedeeltelijke substitueerbaarheid van de produk-
tiefactoren verondersteld. Enkele theorieon, welke van ddze hy-
potheses uitgaan, werden behandeld.
Toch bestrijkt hetgeen in deze studie betreffende de produktie-
techniek behandeld is, slechts een gedeelte van de economische
problematiek op dit terrein. Hier was de grens van het produktie-
gebied, de z.g. lijn van de meest efficiente produktiemogelijkhe-
den, steeds een rechte of een gebroken rechte lijn. De vloeiende
kromme, welke o.a. door de produktiefunctie van het Cobb-Douglas
type ontstaat, werd niet behandeld. De reden daarvan is. dat in
de onderhavige studie steeds, in tegenstelling met de hypotheses
van Cobb-Douglas, werd uitgegaan van een bepdrkt aantal technie-
ken, d.w.z. van een beperkt aantal mogelijke substitutieverhou-
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dingen van kapitaal en arbeid. Wordt het aantal technieken  bij -
voorbeeld op maximaal twee per produkt gesteld, dan is daarmee
ook het aantal mogelijke substitutieverhoudingen tot twee beperkt.
Dit wordt grafisch uitgedrukt door een breukpunt in de lijn van
de meest efficiente produktiemogelijkheden. De hellingshoeken van
de lijnstukken links en rechts van dit breukpunt representeren
ieder 66n van de twee mogelijke substitutieverhoudingen. Deze
verhoudingen zijn dus binnen een bepaald gebied constant. Binnen
dit gebied is er een constante meeropbrengst.
Alle theorieon. welke behandeld werden, hebben een gemeenschap-
pelij ke ondergrond, omdat telkens  met  een zeer beperkt aantal  vas-
te lineaire technische co6ffici6nten per produkt werd gewerktl).
Dit maakt het mogelijk  bepaalde vergelijkingen te maken en de
samenhang van bepaalde conclusies naar voren te brengen. Omdat
in de vorige hoofdstukken steeds de redenering van een bepaalde
auteur apart is gegeven, meestal zonder verwijzing naar andere
de len  van de studie,   is het nodig de gemeenschappelijke punten
nader te bespreken. Dit zal in dit hoofdstuk geschieden.
Achtereenvolgens zal aandacht worden geschonken aan:
a) de produktieco6ffici8nten,
b) de groeifactor,
c) het feitelijk rendement van het kapitaal.
a) De produktiecoiiffici5nten
De produktiestructuur van de behandelde modellen werd vooral ge-
analyseerd   aan   de   hand   van de transformat iefunct ies   van   arbe id   en
kapitaal, waardoor met behulp van een c-as en een i-as werd aan-
gegeven, hoe groot de produktie-omvang bij inschakeling  van  de
gegeven produktiefactoren maximaal kan zijn. De nadruk viel daar-
bij op het produktieresultaat in de vorm van c- en i-goederen. De
voorwaarden, m. n. die van volledige inschakeling van arbeid en
kapitaal werden algebralsch afgeleid. Het is nochtans mogelijk
deze voorwaarden ook grafisch weer te geven.
1) Zie o.a., S. L. Louwes, Activiteitsanalyse, lineaire programme-
ring en hun toepassingen, De Economist, jaarg. 103. p. 817-853
en jaarg. 104, p. 40-56.
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De eis van volledige inschakeling van de produktiefactoren als-
mede de betekenis van de produktiequoten voor de verschillende
modellen kan nl. grafisch worden toegelicht met behulp van een
"isoclinen en isoquanten"-stelsel. De isoclinen geven aan hoe de
juiste verhouding van de ingeschakelde produktiefactoren voor
een bepaald produkt bij een gegeven techniek is, m.a.w. hoe met
iedere bekende techniek, welke bij de voortbrenging van een be-
paald produkt kan worden toegepast. 66n verhouding van arbeid en
kapitaal correspondeert. Zijn bij don gegeven techniek in de c-
-                    -
industrie per eenheid c bijvoorbeeld ac-eenheden arbeid en Kc-
eenheden kapitaal nodig dan is de c-isocline bepaald (zie grafiek
17). De isoquant kan worden gedefinieerd als de (gebroken) ver-
bindingslijn van de punten, "die de verschillende noodzakelijke
minimum combinaties van produktiefactoren aangeven, welke combi-
naties  al le eenze 1fde hoevee lhe id e indprodukt kunnen opleverenly.
..
Is nu voor de produktie van het c-goed slechts een techniek be-
kend (complementariteit) dan is de vorm van de isoquant, als in
grafiek 17 door isoquant 1 aangegeven. Zijn echter meerdere tech-
nieken bij de voortbrenging van een bepaald goed gegeven, m. a.w.
is er sprake van gedeeltelijke substitueerbaarheid van arbeid en
kapitaal. dan ontstaat isoquant 2 (zie pag. 138).
Uit de definities en de grafische weergave van de isoquanten
blijkt duidelijk, dat toevoeging van arbeid of kapitaal in een
proces met complementariteit van de produktiefactoren, geen ef-
feet heeft. Daarentegen zal bij gedeeltelijke substitueerbaarheid
..
een vergroting van de ingeschakelde hoeveelheid van een van de
factoren meestal wel een produktietoename tot gevolg hebben.
Aan de hand van de isoclinen kan direct worden gedemonstreerd
welke grenzen de eis van volledige inschakeling der produktiefac-
toren aan de verhouding van arbeid en kapitaal stelt (zie grafiek
17 en bijv. (1.3.6) en (1.3.7)). Alleen nl. indien het punt. dat
de voorraad arbeid en karitaal in de grafiek aangeeft (beschik-
baarheidspunt), tussen de isoclinen ligt, is volledige inschake-
ling van de produktiefactoren met behulp van de technieken, welke
de hellingshoek van de isocline bepalen, mogelijk.
1) D.B.J. Schouten, Exacte Economie, p. 179.
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Grafiek 17. Isoclinen en isoquanten.
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Beziet men nu de behandelde modellen tegen de achtergrond van
grafiek 17, dan blijkt het volgende: in het statische model van
Leontief ((1.3.6), (1.3.7)) en in de beginperiode van de dynami-
sche modellen van hoofdstuk I ligt het beschikbaarheidspunt tus-
sen de c- en i-isocline. De geschetste toename van arbeid en ka-
pitaal is echter zeer verschillend: in par. 4a  werd gesteld, dat
de verhouding tussen de hoeveelheden van de produktiefactoren
constant blijft. zodat de desbetreffende ontwikkeling van de be-
schikbaarheidspunten een rechte lijn. gelegen tussen de isoclinen,
vormt. De bedoe lde ontwikkelingslijnen van Georgescu-Roegen  en
van Dorfman-Samuelson-Solow bewegen zich daarentegen in het veld
tussen de c- en i-isocline. Volgens deze theorieon wordt dus ge-
bruik gemaakt van mogelijkheden, welke er binnen de grens van de
volledige inschakeling van de produktiefactoren zijn.
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Ook de theoriedn, waarin substitueerbaarheid van arbeid en ka-
pitaal wordt verondersteld, zijn in dit schema onder te brengen.
In grafiek 17 moet dan 66n isocline meer worden ingetekend voor
de cl-industrietak. Deze is gelegen tussen die van de il- en i2-
industrie. De reeds getekende c-isocline is die van de c2-indus-
trie. Uit deze grafiek kan dan gemakkelijk worden afgeleid dat
in het model van Schouten twee oplossingen technisch niet uit-
voerbaar zijn (cl + il en c2 + i2)· Het beschikbaarheidspunt ligt
immers volgens (2.2.1) tussen de cl- en i2-isocline en dus niet
tussen de c2- en i2- of tussen cl- en il-isocline.
In de theorie van Von Neumann blijft de verhouding van arbeid
en kapitaal in de tijd gelijk. zodat de ontwikkeling weer te ge-
ven is door een rechte vanuit 0, gelegen tussen de i2- en cl-iso-
cline. In feite wordt dan van de substitutiemogelijkheden geen
gebruik gemaakt, zodat de ontwikkeling gelijk is aan de recht-
lijnige ontwikkeling van Leontief.
Indien men bijvoorbeeld in de volkshuishouding de volgende groei-
verschijnselen waarneemt:
81(t) =A k (t) =A c (t)=Bi (t) = 2/3
1 (t) k (t) C (t) i (t)
is niet na te gaan of de ontwikkeling verloopt volgens het groei-
model  van Von Neumann (cijfervoorbee ld   11) of volgens  de   lijn
van evenwichtige groei van Leontief (met de factorquoten
ac = 88/98, Kc = 59/98, ai = 1/2, Ki = 1).
Over deze vaste verhouding zegt Champernownel): It is an essential
property  of  his (Von Neumann' s) equilibrium  that the physical
outputs of all goods, whether free or not, remain in the same
proportions to each other throughout time; so do the physical
inputs. Suppose that the system in equilibrium is expanding by k
per  cent  per  unit  of  time;   then the input  of  each  good  at  any
moment must be exactly k per cent greater than the input for the
previous unit of time".
1) D. G. Champernowne, A note on J. v. Neumann's Article on "A
Model of Economic Equilibrium,' Review of Economic Studies, 13,
P. 13.
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De groei volgens het model van Malinvaud kan daarentegen varid-
ren tussen de isoclinen van c2 en il· In dit model kan dus van de
substitueerbaarheid tussen kapitaal en arbeid binnen de gegeven
grenzen gebruik gemaakt worden, waarbij dan bij een relatief
groter aanbod  van  arbe id de produktie  van de eindprodukten  meer
volgens de tweede (arbeidsintensieve) en bij een grotere inves-
teringsactiviteit meer volgens de eerste (kapitaalintensieve)
techniek zal geschieden.
In de modellen van Marx en Walras wordt door de eis van evenwich-
tige groei weer meer aansluiting gezocht bij de groeitheorie van
Von  Neumann, al wordt hierbij niet veronderste ld,   dat het gehele
meerinkomen wordt geinvesteerd.
b) groeifactor
In de dynamische modellen van hoofdstuk I en II  kwam de groei-
voet naar voren. Deze werd op verschillende wijzen afgeleid om
aldus nauwer aan te sluiten bij de gedachtengang en de methode van
redenering van de desbetreffende auteur. Toch blijkt zowel in het
theoretische gedeelte van de studie als in de getallenvoorbeelden,
dat al deze definities in feite steeds hetzelfde uitdrukken, nl.
de index van het nationaal inkomen. Een herhaling van de conclu-
sies is dus niet nodig, maar vanwege het speciale verband tussen
de modellen van Leontief en Von Neumann, is een vergelijking van
de groeifactoren volgens deze theorie€n wellicht nuttig.
Leontief
De groeifactor kan worden uitgedrukt in gecumuleerde factorquo-
ten:
P=1 + . (1.4a. 16)
a.   +   xi    -    L/(ac   +   Ki )2    -   4    (ac   Ki    -  ai   Kc)
2 (a K. -a. K )C 1 1 C'
Von Neumann
In hoofdstuk II werd geconstateerd dat het dynamische model van
Von Neumann "gebaseerd" is op het statische model van Schouten.
Dit laatste systeem kan echter op zijn beurt weer worden gesplitst
in enkele Leontief-modellen. Derhalve is het mogelijk de groei
in het dynamische stelsel van Von Neumann, waarin substitutie van
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arbeid en kapitaal mogelijk is, af te leiden uit het dynamische
schema van Leontief. Een cijfervoorbeeld  moge dit verduidelij -
ken.
Cijfervoorbeeld 13
Gegeven : de directe factorquoten
ac  = 1/5   Ec  = 7/15   Ri  = 2/15   R:  = 5/111                     2                       1                     *2
K,  = 2/5   Kc  = 2/15   Ki  = 7/15   2,  = 5/le'1                     2                       1                     *2
1 (to) = 1400 k (to) = 1900
Oplossing:   uit cij fervoorbeeld   10  blij kt.   dat de bovengenoemde
directe factorquoten de volgende gecumuleerde factor-
quoten impliceren:
ac  = 3/7   a., = 1 a,  = 1/2 ai  = 150/1011                     -2                       11                         2
Kcl = 15/14  Kc2 = 1/2     Kit =
1 Ki  = 75/101
2
in cijfervoorbeeld 11 was de oplossing:





1-  (t-) = 750/9 kc  (to) = 1500/9-1 v      1
1C  (to) = 8050/9 k,.  (t-) = 2300/92        2 U
1,  (t-) = 3800/9 k:   (to) = 13300/9*1   u                    11
Als men thans het model van Von Neumann splitst in twee Leontief-
modellen. ontstaan de combinaties cl + il en c2 + il. Voor beide
is:   zoals  men  kan  toetsen  door  toepassing  van vergel ijking
(1.4a. 16). de groeifactor gelijk aan 5/3.
In  de   theorie   van Von Neumann is vervolgens   afge le id  dat  de
groeifactor gelijk is aan het grensprodukt van dat intermediaire
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goed, dat op twee manieren geproduceerd kan worden (2.3a.24). De
groeifactor is nl. maximaal, als het de producent, die twee
technieken toepast, onverschillig is of hij nog meer van dat in-
termediaire goed zal voortbrengen met meer van dat goed zelf dan
wel met meer van het andere goedl). In beide gevallen is "the
ratio of revenues to costs" minimaal en de groei maximaal, omdat
de producent indifferent is ten opzichte van de toe te passen
produktietechniek. Aldus kan de stelling welke Georgescu-Roegen
met betrekking tot het Von Neumann's model formuleerde worden ge-
2)adstrueerd.
c) Het feitelijk rendement van kapitaal
Schouten
In "Exacte Economie" komt Schouten tot een objectieve prijstheo-
rie. Hij concludeert nl. : "De helling van de  lijn van de meest
efficiente produktiemogelijkheden geeft, evenals die van de klas-
sieke transformatielijnen, de technische substitutiemogelijkhe-
den aan van het ene goed ten opzichte van het andere. Bij het
evenwicht moet de prijsverhouding een uitdrukking zijn van deze
technische substitutiemogelij kheden  . . . . . Deze kostprijs   (de
kostprijs van het produkt, dat op twee manieren geproduceerd
wordt) moet ook per eenheid produkt gelijk zijn aan de grenskos-
ten  van de toegevoegde factor"3)   (bijv.   Pc  =  Ac  PR) o
Voorts kan men. als het minimum levensonderhoud per arbeider en
de vervanging per eenheid kapitaal in alle industrieon gelijk
zijn, stellen, dat bij een kapitaalintensieve en arbeidsintensie-
ve techniek van het c-produkt, de prijsverhouding is:
-     -
CL.             K.
11 - -FLL .  =11
Pc  ac    KC
1) Zie voor een analoge redenering: D.B.J. Schouten, Exacte
Economie, p. 129.




Ilit het bovenstaande volgt, dat ook het bruto rendement van ka-
pitaal van objectieve cobffici5nten afhankelijk is:
3=         1- - (Vgl. Ook (2.3a. 16))
P·         / ai      Ki
1   ( 1 + -1 
C \ ac         bc   ,
De   verhoud ing tussen de opbrengst   van de kapitaaleenheid    ( R)
en de kosten van die eenheid (Pi) is immers de re6le belonings-
voet van kapitaal d. i. het bruto feitelijk rendement.
Dit rendement zal in een model, waarin substitutie tussen kapi-
taal en arbeid mogelijk is, een bepaalde hoogte bereiken. Dht er
een reele beloningsvoet voor kapitaal is, is te verklaren uit de
schaarste aan kapitaal, en de produktiviteit van arbeid en kapi-
taal tezamen. Als nl. kapitaal schaars is en de produktie meer
omvat dan voor de minimum behoeften van de arbeiders en de ver-
vanging van verbruikte kapitaaleenheden nodig is, zal aan kapi-
taal een bepaalde meerwaarde toekomen. Daarom is PR Positief en
PR/pi > 1. De statische theorie kan echter geen verklaring van
de uiteindelijke hoogte van deze meerwaarde geven, zoals deze
door het groeiproces bij een stabiele economische ontwikkeling
wordt bepaald.
Malinvaud
In het model van Malinvaud werd gesteld dat door uitbreidingsin-
vesteringen de kapitaalgoederenvoorraad voor de volgende periode
groter zal zijn. De zin daarvan is dat daardoor - zo volgt uit
de afleidingen van dit dynamische model - ook de produktie in de
navolgende periode hoger wordt. Om echter de produktie van in-
vesteringsgoederen mogelijk te maken, moet in een bepaalde perio-
de worden gespaard d.w.z. afgezien worden van consumptie. Deze
groei van de kapitaalgoederenvoorraad ten gevolge van het af-
zien van consumptie en het effect van deze extra investeringen
kunnen in samenhang met het gewenste rendement van het spaarof-
fer een verklaring geven van een rationele vraag naar investe-
ringsgoederen (zie ook (2.3b. 7)).
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Von Neumann
In het model van Von Neumann wordt het onderscheid tussen arbeid
en kapitaal vervaagd, zodat in feite van twee soorten kapitaal-
goederen kan worden gesproken. In het behandelde model is immers
naast de voortbrenging van kapitaaleenheden ook de "produktie"
van arbeiders opgenomen. Wordt de vervaardiging van consumptie-
goederen uitgebreid,   dan  zal   in de volgende periode het aanbod
van arbeiders dienovereenkomstig hoger zijn. Champernowne zegt1)
hierover: "By reducing the role of the worker-consumer to that
of a farm animal, he can focus attention on those parts of
mechanism determing prices and the rate of interest, which depend
on supply conditions alone and not on the tastes of consumers".
De produktie, welke niet voor de vervanging van verbruikte pro-
duktiefactoren wordt aangewend, wordt hier volledig gebruikt
voor de uitbreiding van kapitaal of arbeid. De keuze ten aanzien
van de uitbreiding (arbeid of kapitaal) hangt uitsluitend af van
de reule beloningsvoet. Derhalve zal alleen dan gelijktijdig de
produktie van netto consumptiegoederen e'n uitbre idingsinvesterin-
gen ter hand worden genomen. als de reole beloningsvoet van bei-
de goederen. gezien als produktiefactoren, gelijk is, d.w.z. als:
DL (t)  R (t)        1     -1
r=        =        =                          (2.3a.15)
Pc (t) Pi (t)
      ail  +  Kilf  50
C \5        =K   1CC
Marx en Walras
Ook in de andere analyses van hoofdstuk II werd uit de prijs-
vergelijkingen steeds afgeleid dat het rendement gelijk is aan
1
= r (resp. C)
T    /  ail        Kil   
KC   -r  + r- jC„  51
1) A note on J. v. Neumann's Article ...., p. 12.
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In bijna alle gedeelten van hoofdstuk I en II was dit objectief
bepaalde rendement van kapitaal echter gelijk aan de groeifactor.
Alleen in de modellen van hoofdstuk I par. 4 en van Marx en Wal-
ras had ook de consumptieneiging invloed op de toename van de
nationale produktie. Gegeven deze consumptieneiging was in hoofd-
stuk II de groeifactor een positieve functie van het objectief
bepaalde rendement van kapitaal.
Veronderstelt men daarentegen complementariteit van de produk-
t iefactoren  dan   is het rendement   j uist omgekeerd een funct ie   van
de autonoom bepaalde groeivoet van de bevolking. Alleen als het
stijgingspercentage van de arbeidende bevolking gegeven is. zijn
in dat geval de grootheden van het model te bepalen. De reden
hiervan is, dat in het snijpunt van de transformatielijnen van
arbeid en kapitaal een oneindig aantal raaklijnen aan het pro-
duktiegebied te trekken zijn. zodat de prijsverhouding Pc/Pi niet
zonder meer uit de hellingshoek afgeleid kan worden (zie: hoofd-
stuk I, par. 3: "prijsstructuur"). Een aanvullend gegeven (de
autonome bevolkingsaanwas) is nodig om het model af te ronden.
Slotopmerking
In deze studie is een theoretische analyse gegeven van de samen-
hang tussen de technische cooffici nten en de prijsverhouding
van de eindprodukten, de beloningsvoet van de produktiefactoren,
de groeifactor in de volkshuishouding en het feitelijk rendement
van kapitaal.
Gedetailleerde aansluiting bij de economische realiteit is niet
gezocht, omdat het niet mogelijk is in een wiskundige formulering
de ingewikkelde economische realiteit volledig op te nemen. "As
we strive for greater rigor and precision in the formulation of
postulates and proposit ion, the inadequacies and lacks of realism
of the postulates are thereby made to stand out in stronger relief.
As we succeed in recognizing and incorporating one aspect of the
real world in our models, our failure to incorporate other aspects
becomes more apparent„l).
In navolging van Schouten (.... wie twijfelt er nog aan .... dat
er een alternatieve keuze bestaat tussen arbeids- en kapitaalin-
1) Tj. C. Koopmans, 3 essays ....., p. 126.
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tensieve produktiemethoden?)1). is in deze studie den aspect sterk
benadrukt, nl. dat in de moderne economische realiteit de voort-
brenging van een bepaald produkt op meerdere manieren kan plaats-
vinden. De analyses van het eerste hoofdstuk waren m. n. een voor-
bereiding op dit thema van het tweede hoofdstuk.
Bovendien werden zowel in het eerste als in het tweede hoofdstuk
de dynamische implicaties van statische theorieon nader onder-
zocht. Daarbij bleek het maatschappelijk economisch ontwikkelings-
proces grotendeels door technische coUffici8nten bepaald te zijn.
Een eventuele ombuiging van deze materiMle ontwikkeling dient dan
ook speciaal via de beinvloeding van deze codfficionten te ge-
schieden d.w.z. door technische vooruitgang.




DE LIJN VAN INTERNE LEVERING IN
HET STATISCH MODEL VAN LEONTIEF
(Hoofdstuk 1, par. 2)
1. De vergelijkingen (1.1.1) t/m (1.1.3) zijn:
Fca ca ca  + tica cb cb  + ca netto = Ca
(I,1)
 L. -C„ + 11- b netto = cb (I,2)-b Va " -bcbcb + c
aca ca + Rcb cb -
I (I.3)
Als definitie geldt:  ca  - Ca netto = Ca verv. (I,4)
C .C (I,5)b - cb netto b  ve rv.
Uit (I,1), (I,3) en (I.4) volgt:
Ca verv. = Mc  c  ca + pc      c.
a a acb  u
/-   a-   \
Caverv· = Fc  c  1 -=r.  ---  cb    + Fc  r   cb/ 1      c
b
a a   aca   aca // a  b
«ca Ca
Ca verv· - a
Ca






Uit (I,2), (I,5) en (I,6) kan worden afgeleid:
Cb verv· = Mcb ca ca + Bcb cb cb
/T ac \b   1
Cb verv· = Bcb ca t-    - a- - cb    + Mcb cb cb\a a
Mca ca1
pc    T
c           -    b ca    +    . Bcb ca acb + Al
... 11   111.111.'  -  :ca
b verv. a /     aCa   \ ca ac bB"aca
a o   a
Ca
Bcb c. -       Bcb cb sca  -  Bob caa-Ob     <                   B        T \01 +1 ca ca   Cb verv· =
Ec \  /1-  -  a.   - B.  e  a--       ca verv. - Ra          \  va vb -a va Va Vb ca   )
Bcb cb    Bcb ca
Bcb c„ - Mc c   \
c                      1 +      -c. 1  Ica  
 a verv.        fb verv. - aca       Ca /a aT 1
Cb
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Substitutie van de vergelijkingen (1.2.9) t/m (1.1.12) levert
op:
-    / Ocbcb  -Oct, c  \C =0 1+1 al /C -0 T\(I,7)b  ve rv. cb ca      \ 0 -0 <     a  verv.              ca  ca       /
   ca cb Ca ca  
Op dezelfde manier kan worden afgeleid:
/0 -Oc c\
Ca verv· =
Oca ca T +   O a Cb - 0 a a    cb verv. - Ocb Ca I  (I, 8)\  cb cb Cb Ca/
Dit zijn dus de formules van het lijnstuk AlBl in grafiek 3.
(I, 8) geeft bijvoorbeeld aan: het aantal ca-goederen voor het mi-
nimum levensonderhoud van de arbeiders is gelijk aan het aantal
eenheden ca• dat voor onderhoud nodig zou zijn als alle arbeiders
in de ca-industrie werkzaam zouden zijn  (Oc  ca 1), vermeerderda
c.q. verminderd met het aantal dat de arbeiders werkzaam in de
cb-industrie, meer c.q. minder nodig hebben. Het laatste gedeel-
te van de vergelijking is nl. nul als alle arbeidskrachten in de
Ca-industrie ingeschakeld zijn (cbverv.= Ocbca T = 0)0
Toch moeten er dus, als OC + 0, arbeiders in de cb-industrieb ca
werken.   Als  66n arbeider ingeschake ld wordt   in deze industrie
zal hij  Oca ch - Oca ca  meer ca en Oct, cb - Ocb ca  meer cb vragen·
Van deze verhouding en het aantal arbeiders van de tweede indus-
trie  zal de vervaardiging van c dus mede afhankelijk zijn.a verv.
2.Nu moet nog bewezen worden dat de eindpunten van de lijn van in-
terne levering steeds gelegen zijn tussen de lijnen van Hawkins-
11
Simon (zie grafiek 3: A  en B- liggen tussen Ml en M2)· Is dit
niet het geval dan wordt de netto produktie van 66n produkt on-
mogelijk.
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Dit kan als volgt worden bewezen:
Fca ca ca verv. + fca ch cb = ca verv.
Bcb ca Caverv.    Bcbcbcb  = cbverv.
    Bcb  cb   (1    -   Mca  ca )
Pcb  9,
ca verv. -a verv. b verv.r                 =  C
Fcacb
c                  Fca cb Fcb ca +  Bcb cb (1  -  Fca ca)b ve rv.
=
Ca verv. Fcacb
Te   bewijzen   is  dus  nu  voor  Al van grafiek   3:
a)   fcacbfcbca  + Bcbcb (1  - Fca Ca)< 1 - Fcaca (zie grafiek 1)
Fc                                      Fca cba cb
Dit volgt direct uit (1.2.5)





Cl-Bcb cb) Fca cb Alcb ca +  (1-/lcb cb) Bcb Cb (1-Fca Ca) - Bcb CaFCa Cb
>0
(1  - Bcbcb) Fcacb
Bcbcb    { (1   -  Mcb cl    (1   -  Mca Ca)  -  Mca cb fcb ca >0
(1    -   Mcb  cb)  Fca  cb




/ - enpa cb
{(1  -  Mci, cb)  (1   -  Mca ca) -  Mca cbpcb Ca     0  Zijn'
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A P P E N D I X   II
HET PUNT VAN INTERNE LEVERING IN
HET UITGEBREIDE STATISCHE MODEL
VAN LEONTIEF
(Hoofdstuk I, par. 3)
1. In punt C van grafiek 8 is:
a c c+ a i i=T (zie 1.3.3) (II,1)
-     -
K C C+K i i= k (zie 1.3.4) (II,2)
Cverv. = Bccc + Mcii    (zie 1.3.1) (II.3)
iverv·  = Mic C + Mil i        (zie 1.3.2) (II,4)
In hoofdstuk I, par. 3 zijn de volgende definities gegeven:
PCC. n _ Aci, „ _ Fic. Mi i
Occ --a--, uci -a-' vic --r' Vii = ;;c                       i                        c                     "i
Uit (II, 1) en (II,3) volgt:
 1- al i  
Cverv· = Bcc i    -     1+ iici i
   ac    
Over'.  =2'T.1 2 1 - .5.c  a, ic     < i ac
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c      = Occ T + (Oci - Occ) ai i (II.5)verv.
Zoveel consumptiegoederen moeten voor het levensmiddelenpak-
ket van de arbeiders geproduceerd worden, als de arbeiders
nodig zouden hebben, indien alle in de c-goederenindustrie te
werk gesteld zouden zijn, vermeerderd met het aantal dat door
de arbeiders in de i-industrie (Ri i) meer gebruikt wordt(per  arbeider  in de i-industrie  is  Oci  -  Occ  meer c nodig).
Op dezelfde wijze kan uit (II,2) en (II.4) worden afgeleid. dat
iverv. = Vic k + (Vii - Vic) Ki i (II.6)
Voor deze vergelijking geldt een analoge verklaring.
2. De verhouding tussen c en i      isverv. verv.
cverv. = OCC T + (Oci - Occ) Ri i (II.5)
i = cverv. - occ_T
(Oci - Occ) ai
iverv· = Vic k + (Vii - Vic) Ki i (II,6)
(Vii - Vic) K+ (c (II,7)
iverv. = Vic k +  - (Oci - OCC) Si  
verv. - occ T)
Uit de vergelijking (II,7) volgt dat de hoeveelheid investe-
ringsgoederen. welke voor vervanging van de verbruikte kapi-
taaleenheden nodig is, afhankelijk is van de volgende factoren:
-  de  vervangingsinvesteringen  voor de c-industrie,   ind ien  alle
kapitaalgoederen in deze industrie ingeschakeld zouden zijn.
- de hoeveelheid c welke de i-industrie nodig heeft.verv.
- het gedeelte dat de i-industrie meer aan vervangingsinveste-
ringen nodig heeft dan de c-industrie, gewogen met het aantal
kapitaaleenheden, nodig voor de produktie van 66n eenheid,
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in  verhoud ing   tot het verschil in levensmiddelenpakket   in
beide industriean, gewogen met het benodigd aantal arbei-
ders per eenheid i.
3. Een zeer speciaal geval doet zich voor, als, bij de veronder-
stelling dat arbeid en kapitaal volledig zijn ingeschakeld,
de consumptie-eisen van de arbeiders en de vervangingsinveste-
ringen voor de kapitaaleenheden niet afhankelijk zijn van de
plaats, waar de produktiefactoren gebruikt worden. Dan kan
uit (II,5) en (II,6) worden afgeleid:
cverv. = oCC 1




HET OPLOSSEN VAN DE DIFFERENTIE-
EN DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN
UIT HOOFDSTUK I
1. De differentievergelijkingen van Leontief
Gegeven:
ac {1(t+1)- 1 (t)}+ ai {k(t+1)-k(t)} = 1(t) (1.4a.11)  (III.1)
 C {1 (t+1) - 1 (t)} + Ki {k (t+1) - k (t)} = k (t)  (1.48.12)   (III,2)
voor alle perioden is:
k_(t)     constant (zie definitie van evenwichtige  groe i).
1 (t)
1 (to) is gegeven.
Oplossing:
Stelk (t) = b (III,3)
1 (t)
Substitueer (III,3) in (III,1) en (III.2):
4+ ib){1(t +1)-1 (t)}=1(t)
-
(III,4)
(Kc +K i b) {1(t+1) -1 (t)} =b l (t) - (III,5)
b(a +aib)=K +Kib
ai  b2  +  b   (ac   -K i) -  %  =  O
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- ac + Ki i  V  (ac - Ki)2 + 4 ai Kcb    =
1,2
2 ai
bl   q   -  li__Ct)   =   -  ac   +   Kit      (ac   +   xi)2  -    4   (ac   Ki   -  ai   Kc)
'"   1 (t) 2 a
i
Daar echter:
-   ac   +   Ki    -     \1'(ac   +   Ki )2   -   4    (ac   xi    -   ai   K.)U <0
2 ai
en een negatieve verhouding tussen de hoeveelheid arbeid en
kapitaal niet kan voorkomen, is (zie (1.4a. 13)):
1 (t) =                         i
2 a 1 (to)
- =
k (t)   - ac + Ki +   (ac + Ki)2 - 4 (ac Ki -ai Kc)   k (to)
(III,6)
Uit (III,4) volgt:
1 (t) (1 + ac + a, b)
1  (t + 1)= *    =1(t) <1+ 1  ac+aib \ ac+aib/
2
1 (t +1)=1 (t).|1 +
L    ac + Ki + 1/(ac + Ki)2 - 4  (ac Ki - ai KC)
Vermenigvuldigt men de teller en noemer van de breuk met
ac   +   K i   -    (ac   +   Ki)2    -   4    (ac   Ki    -   ai   Kc)
dan wordt:
154
at K.-   ac+Ki)2-4 (ac Ki-ai Kc) _1(t +1) =1(t) -1+  C    1
2 (ac Ki - ai Kc)
-                                       -
dus (zie (1.4a. 16))
-                                                          -
ac +K i   -        (ac + Ki )2   -  4   (ac   Ki  -a i   Kc)
t
1   (t )   =   1   (to ) -  1   +
2 (ac Ki - ai Kc)
-                                              -
(III. 7)
Langs dezelfde weg kan (1.4a.17) worden afgeleid.
2. De differentiaalvergelijkingen van Georgescu-Roegen
Gegeven:
ac dt 1 dt
1Ll    +    a.dk=l (t) (zie (1.4b. 13) (III.8)
KC .il    +    xi  -dk    =   k (t) (zie (1.4b.14) (III. 9)dt      dt                                    -
-       -
1 (to); k (to)
Oplossing:
Vermenigvuldig (III. 8) met Ki en (III, 9) met ai en trek daarna
de laatste vergelijking van de eerste af:
d 1(ac Ki - ai K.) - = Ki 1 (t)  - ai k (t)  dt
k (t) = - ac Ki -  ai Kc dl  + .11  1 (t) (III. 10)
ai        dt   a i
Differentieren van (III,10) geeft:
dk = -ac Ki -ai Kcd21 + Kidl
dr -          -                                        (III. 11)ai       dt2   ai dt
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Substitueer (III.11) in (III,8):
-  (ac Ki  - ai Kc) - -1 +  (ac + K.) -fll. -  1  (t)  = 0 (III.12)
dt2 ,  dt
Stel 1 (t) = ePt. dan is d.1 = pePt
dt
d 21
-    ept
dt2
- (ac Ki - ai Kc) P2 ept + (ac + Ki) pept - ept= 0
(aC Ki -ai Kc) 2 - (ac + xi) P+1=0




2 (ac Ki - ai Kc)
Pl en P2 zijn de wortels van vierkantsvergelijking. Dan zijn de
oplossingen van (III,12):
1 (t) = Ale +A e (III,14)
Plt      P2t
2
dl       Plt        P2tdus - = Alple + A2p2e
dt
Uit (III, 10) volgt nu:
k (t) = -  Ca  Ki - (li Ke < plt pt\.
a <Alple    + A2p2e    1
i
Ki <A eplt + A2ep2t \
ai   l
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- (ac Ki - ai Kc) Pl + K, Plt
k (t) = 'A e    +1
ai
- (ac Ki - al Kc) P2 + Ki    P2tAe (III.15)
ai              2
In  periode  t=0  zijn de hoeveelheden  arbe id en kapitaal  1   (to)
en k (to). bekend. Als t=0 worden (III, 14) en (III,15)
Al + A2 = I (to)                                    -
- (ac Ki - ai Kc) Pl + Ki A  +
1
ai
- (ac Ki - ai Kc) P2 + Ki
A2 = k (to)
ai
In samenhang met (III, 13):
Al + A2 = T (to)
ac + Ki + 7/(ac + Ki)2 - 4 (ac Ki - ai K.) -2 KvA+ i A, +
2 ai 1    2 ai   4
ac + Ki -l/(ac + Ki)2 - 4 (ac Ki -ai K.)     - 2 xi#A+ A2 = -   k   (to )22-a2 ai                             i
ac   -   Ki    +    (ac   +   xi )2   -   4   (ac   Ki   -  ai   K.)vA+
2 ai
1
ac   -   Ki   -    V'(ac   +   Ki )2-  4   (ac   Ki   -  a:   K   )I   c  {T  (to)  - Al -- E  (to)
2 ai
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A    (ac + Ki)2 - 4  (ac Ki - Cli xc)




1         1      C    - k   (to )
a  - Ki -   (ac + xi)2 - 4  (ac K. -a.  K )
2 ai
A     -  ac   +  Ki  +    (ac + Ki )2   -  4   (ac  xi  - ai   Kc)}   T   (to)  - 2 ai k   (to)
1
2      (ac   +   Ki)2   -   4    (ac   xi  - ai   Kc)
(III, 16)
A  - {ac-Ki+  (ac+xi)2 - 4 (ac Ki -ai Kc)}1 (to) + 2 ai k (to)
2
2   (ac + Ki)2 - 4 (ac Ki - ai Kc)
(III, 17)
In de vergelijkingen (III,13), (III,16) en (III, 17) zijn dus de
grootheden van (1.4b. 14) gegeven. Voor (1.4b.15) geldt dat:
B     =   -   (ac  Ki   -  (li   Kc)  pl   +  Ki




B = - (ac Ki - ai Kc) P2 + Ki A2                                       2
ai
- ac + Ki -   (ac   +   xi )2   -  4    (ac   Ki   -  ai   Kc)     xBl =
2 ai
(- ac + Ki +   (ai+ Ki)2 - 4 (ac Ki -ai Kc)}1 (to) -2 ai k (to)
2     (ac   +   xi )2   -  4   (ac  Ki   -  ai   Kc)
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B       =    -   ac    +   Ki    +         (ac    +    xi )2    -   4    (ac    xi    -    ai    KC)2
2 ai
{ac-Ki +  (ac+Ki)2 - 4 (ac Ki-ai Kc)}1 (to)+2 ai k (to)
2   1/K:   +   xi )2   -   4   (ac   K-1   -  ai   Kc)
B  _{ac-Ki+Vr-(ac+Ki)2-4  (ac Ki -ai Kc)} k(to) -2 Kc T  (to)
1
2   \/ (ac   +  Ki )2   -  4   (ac   Ki   -  ai   Kc)
(III.18)
<- ac+Ki+V (ac+Ki)2-4 (ac Ki-ai Kc)}k(to)+2 KGT (to)
B2 =




a) Coeff tc ienten
a = directe arbe idsquot e
a = gecumuleerde arbe idsquote
a = d irecte raargina l e arbe tdsquot,e-a = gecumuleerde margip.ale arbeidsQuote
K = directe kapitaalquote
K = gecumuleerde kapitaalquote
~ = directe marginale kapitaalquote
K = gecumuleerde marginale kapitaalquote
de suffices hebbe n be t rekk ing op de .indus.t r Ie tak ,
bijvoorbeeld ac = de directe arbeidsquote van dea
ca -industrietak= materiaalQllote
de eerste suffix is veor de praducerende, de tweede
vaGr de verbruikende industrietak, bijvoorueeld
f.1c c : de hoeveelheid mate r iaa l , geproduceerd door
• b de ca-industrietak ten behoeve van de cb-in-
dustrietak per eenheid cb
p = groeifactor
y gemiddelde consumptiequote
YR consumptiequote van de kapitaaleigenaren.
b) Volumina
c bruto consumptievolume
i = bruto investeringsvolume
a en b ais suffix geven een soort goed aan; 1 en 2
de techniek, volgens welke het goed geproduceerd wordt
Cnetto consumptievolume, na aftrek van de goederen voor het
minimum levensonderhoud van de arbeiders
inetto ~ volume netto-investeringsgoederen
Cvery.. = consumptievolume, bestemd voar het levensanderhoud
van de arbe iders
PL = totale beloningsvoet van de produktiefactor arbejd
(bruto-Toon ): het suffix duidt op de industrie, waar
de arbeider werkt
= totale beloningsvaet van de produktiefactor kapitaal
= netta beloningsvoet van arbeid (meerwaardeloon)
= netto beloningsvoet van kapitaal
= prijs van consumptiegoederen
= prijs van investeringsgoederen
d) Waardebedragen
L = t0tale loonsom
Z = winstsom



















= volume van vervangingsinvesteringen
beschikbare hoeveelheid arbeid
= gevraagde hoeveelheid arbeid
beschikbare hoeveelheid kapitaal
gevraagde hoeveelheid kapitaal
= onderhoudspakket van ~~n arbeider
vervangingsinvesteringen per verbruikte kapitaal-
eenheid
eerste suffix van 0 en V heeft betrekking ap de 1e-
verende, bet tweede ap de verbruikende industrie,
bijvoarbeeld 0ei = anderhaudspakket, bestaande uit c-




= bruta d iscontavoet of gewenst rendement= winstopslag (Marx)
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I     De groeifactor, welke Von Neumann afleidt, is gelijk aan
het grensprodukt van het goed, dat op meerdere manieren ge-
produceerd kan worden (Review of Economic Studies, jaarg.
13, pag. 1 - 9).
II    Het door Georgescu-Roegen in hoofdstuk V van "Activity
Analysis of Production and Allocation (ed. Tj.C. Koopmans)",
ontwikkeld dynamisch evenwicht is stabiel als het, produktie-
proces van de consumptiegoederen relatief kapitaalintensief
en van de investeringsgoederen relatief arbeidsintensief is.
Het is daarentegen onstabiel als de technische verhouding
van de produktieprocessen zodanig is dat voor consumptiegoe-
deren relatief meer arbeid en voor investeringsgoederen re-
latief meer kapitaal nodig is.
III Het in den model samenbrengen, kwantificeren en verifieren
van de belangrij kste factoren welke het totale bedrijfs-
economische gebeuren in een onderneming verklaren, is mo-
menteel veelal niet mogelijk. Wel kan men dit voorbereiden
door deel-modellen samen te stellen, op elkaar af te stem-
men en de data van het ene model als variabelen in het ande-
re op te nemen.
IV    Indien men de parameters van de learning-curve statistisch
wil toetsen, dienen de schattingen van deze parameters op
niet-cumulatieve gegevens te zijn gebaseerd.
V     In het Centraal Economisch Plan 1961 wordt berekend dat 66n
procent meer werkgelegenheid in de jaren 1950-1956 drie pro-
cent en in de jaren 1954-1960 vier procent meer produktie
heeft opgeroepen. Nu in het plan voor 1961 de factor op vier
wordt gesteld, is een verdediging van de aanname dringend no-
dig m. n. omdat 1961 gelegen is in de volgende periode.
VI    In de huidige loonpolitiek wordt niet op passende wijze
rekening gehouden met de regionale verschillen op de ar-
beidsmarkt.
VII Voor de discuss ie   over de waardevaste pensioenen  moet  nu
reeds onderzocht worden in welke mate, onder de werking
van het kapitaaldekkingstelsel, een tijdens actieve dienst-
tijd opgebouwd ouderdomspensioen gedurende het uitkerings-
tijdvak moet worden verhoogd om de tijdens de opbouw opge-
treden waardevermindering op te heffen.
VIII  Bij het onderling doorberekenen van de kosten van algemene
diensten kan met vrucht gebruik worden gemaakt van de ma-
tr ix-methode.   Op  deze   w ij ze wordt de onder linge samenhang
van deze diensten systematisch naar voren gebracht.
IX    Indien men in een rentabiliteitsberekening. opgezet voor de
vergelijking van de door een bepaalde onderneming behaalde
resultaten in verschillende perioden, de winst na belastin-
gen  opneemt, d ienen  de be lastingvoordelen uit hoofde  van
vervroegde afschrijvingen en investeringsaftrek gelijkmatig
aan alle perioden te worden toegerekend.
X     In de reglementen van de bedrijfspensioenfondsen dient meer
individuele vrijheid te worden gegeven ten aanzien van het
moment van pensionering wegens ouderdom. De uniforme pen-
sioneringsleeftijd moet dientengevolge vervallen.
XI Een artsentarief , afgestemi op het inkomen van de patiant,
is in de huidige tijd niet meer te verdedigen.
XII Na het verschijnen van de publikaties over het verband tus-
sen roken en longkanker, is het presenteren van sigaretten
in strijd met de wellevendheid.
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